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OBLICZANIE PIERWSZEJ CZESTOSCI DRGAN
WEASNYCH WIEZ KRATOWYCH O ZBIEZNYCH
LINIOWO KRAWEZNIKACH

Jacek Jaworski, Marcin Zadrozny
Szkota Gléwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy wyprowadzono i zestawiono wzory na zastgpczy moment bezwlad-
nosci dla wiez o liniowej i kwadratowej zaleznosci momentu bezwtadnosci trzonu wiezy od
wysokos$ci. Uwzgledniono takze wieze z krawgznikami o statym przekroju, nachylonymi
do osi wiezy pod statym katem, przy zatozeniu, ze caly moment bezwtadnosci pochodzi
od kraweznikéw. Na przyktadzie trzyodcinkowej (dwukrotnie zatamanej), czterokrawez-
nikowej wiezy antenowej wysokosci H = 99,5 m i masie wlasnej stalowej konstrukcji
m = 146 t przedstawiono poréwnanie obliczonych wartosci pierwszej czestosci (okresu)
drgan wlasnych oraz ugigcia wiezy pod dziataniem sity poprzecznej przytozonej do jej
wierzchotka z wynikami otrzymanymi dla modelu wiezy wygenerowanego w programie
Robot Millennium.

Stowa kluczowe: wieza stalowa, czgsto$¢ drgan wilasnych, zastgpczy moment bezwtlad-
nosci

WSTEP

Podstawowym obcigzeniem wiez antenowych jest obcigzenie wiatrem. Normowe ob-
liczenia wiez wiatrem, ktdrych zasady zebrane zostaly i przedyskutowane miedzy inny-
mi w pracy Rykaluka [2005], wymagaja okreslenia wspdtczynnika dziatania porywow
wiatru, do czego potrzebna jest znajomos¢ czgstosci (lub okresu) drgan wlasnych wiezy.
Chodzi tu o pierwsza postac¢ drgan wlasnych gigtnych.

Mimo mozliwosci wyznaczenia czgstosci kolejnych postaci drgan wiasnych wiez
przy wykorzystaniu programow komputerowych, dla utatwienia weryfikacji obliczen
i dla celow dydaktycznych korzystnie jest dysponowaé rownaniami, pozwalajacymi na
obliczenie czestosci drgan wiasnych wiez, zwlaszcza tych, ktdrych moment bezwiad-
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4 J. Jaworski, M. Zadrozny

nosci trzonu jest kwadratowg funkcja wysokosci, co jest dobrym przyblizeniem wiez
o zbieznych liniowo kraweznikach.

METODYKA

Jako model odniesienia przyjeto uktad drgajacy o jednym stopniu swobody, w postaci
ustawionego pionowo i utwierdzonego dolnym koncem niewazkiego, sprezystego, zgi-
nanego preta o statym przekroju (belki wspornikowej) i masie skupionej, zamocowanej
na jego swobodnym koncu, jak pokazano na rysunku la. Podstawowe zaleznosci dla
ruchu drgajacego takiego uktadu (w dowolnym zgodnym uktadzie jednostek) opisane sa
réwnaniami:

/m 1 /k
T=2m,|—; =—; 0=, — 1,2,3
k / T m ( )

gdzie: T — okres drgan,

f— czgstose,
o — czestos$é kotowa drgan,
m —masa,

k — stata sprezyny.
m = -m (|
e @/ 3 @/J - F
/J \ /J \\ /J:f(x)
\ /m:O \\ /m:O \\ /mx:f(x)

T \
| | \
| | \
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Rys. 1. Model wiezy: a — model odniesienia, b — ugigcie pod dziataniem sily P, ¢ — moment
bezwladnosci i masa trzonu wiezy sg funkcjami wysokosci; H — wysokosé, m — masa,
J — moment bezwtadnosci, P — sita poprzeczna, f— ugigcie swobodnego konca wiezy

Fig. 1. Model of a tower: a — reference model, b — deflection caused by the force P, c — moment

of inertia and mass of the tower shaft are functions of the height; H — height, m — mass,

J— moment of inertia, P — transverse force, f— deflection of the tower head

Wyrazajac sprezyste ugigcie swobodnego konca belki obciazonej poprzeczng sita P
jako /= PH® (3EJ)! (rys. 1b) i wyznaczajac sztywno$¢ sprezyny jako k= Pf ' =3EJ-H 3,
mozemy okresli¢ okres drgan wtasnych (7) wzorem:

3
T =om | )
3EJ
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Obliczanie pierwszej czestosci drgan wlasnych wiez kratowych... 5

gdzie: H — dlugos¢ belki (wysokos¢ wiezy),
m — masa skupiona,
J — staly moment bezwtadnos$ci przekroju poprzecznego,
E — modut Younga.

Istota zastosowanego uje¢cia problemu jest zachowanie podstawowego modelu od-
niesienia takze dla wiez o réznych zaleznosciach momentu bezwtadnosci i masy trzo-
nu od wysokosci wiezy (rys. 1c), przy czym we wzorze (4) wystapi odpowiednio masa
zastgpeza (m,) 1 zastgpczy moment bezwladnosci (J,), ktére uwzgledniaja rzeczywista
konstrukcj¢ wiezy:

e

3EJ,

Stosujac metod¢ Maxwella-Mohra 1 metodg calkowania rownania rdzniczkowego osi
odksztatconej preta, wyprowadzono wzory na zastgpczy moment bezwtadnosci dla wiez
o liniowej 1 kwadratowej zalezno$ci momentu bezwtadnosci trzonu wiezy od ich wyso-
kosci oraz dla wiez o zbieznych liniowo kraweznikach. Zaadaptowano te wzory do ob-
liczen dla przyktadowej wiezy trojodcinkowej. Dla wyznaczenia masy zastgpczej wiezy
przyjeto sposob podany w zataczniku 2 normy PN-77/B-02011, wymagajacy zastapienia
masy wiezy pewng liczba mas skupionych i wyliczenia ugig¢ ich srodkow cigzkosci pod
dziataniem sity poprzecznej, przytozonej do jej wierzchotka.

Celem sprawdzenia praktycznej przydatnosci wyprowadzonych wzordéw i zastoso-
wanej metody porownano wyniki obliczen pierwszej czgstosci drgan wiasnych i ugigcia
wiezy z wynikami otrzymanymi dla komputerowego modelu dyskretnego na przyktadzie
kratowej wiezy stalowej, trzyodcinkowej, czterokraweznikowej, wysokosci 95,5 m.

LINIOWA ZALEZNOSC MOMENTU BEZWLADNOSCI TRZONU WIEZY
OD WYSOKOSCI

Rozpatrzmy wieze wysokosci H, momentach bezwtadnosci gérnego i dolnego konca
Jp, 1J; oraz liniowej zaleznosci momentu bezwladnosci od wspotrzednej & (rys. 2a). Moz-
na zapisa¢, ze J=a &, gdziea=const. Dla&=L; J,=aL,adlaf=H+ LJy=a (H+ L).
Stada=J, L iJy=J,L7" (H+L), czyli

a=(g=Jp) H' ©)
a odlegtos¢ (L), dla ktorej J = 0 (w tym punkcie jest poczatek osi &) wynosi:

J,H
L=—"F @)

Ji=J,

W uktadzie opisanym wspotrz¢dna x moment bezwladnosci wyrazi¢ mozna jako:

Jy=al=a(x+L) ®)

Architectura 7 (1) 2008
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Rys. 2. Schematy do obliczen ugiecia wiezy: a —J, = ax, b—J, = ax’, ¢ — wieza o zbieznych linio-

wo kraweznikach; H — wysoko$é, x, y — osie wspotrzednych, & — wspolrzedna o poczatku
w punkcie 0, dla ktorego J = 0 (ale J = J, dla rys. c), L — odlegtos¢ od gdérnego konca
wiezy do punktu 0, o — kat nachylenia kraweznika do osi wiezy, P — sita poprzeczna,
P’ - sifa jednostkowa, J — moment bezwtadnosci, J, , Jy — momenty bezwladnosci goérne-
go i dolnego konca wiezy, J, — moment bezwtadnosci przekroju kraweznika wzgledem
Jego osi gtownej srodkowej, ¢, , ¢, — odleglos¢ od osi wiezy do srodka cigzkosci krawez-
nika, dla gérnego i dolnego konca wiezy

Fig. 2. Schemes for calculations of tower deflection: a—J, = ax, b—J, = ax?, c—a tower with constant
sloping legs; H — height, x, y — coordinate axes, & — coordinate axis originated at point 0, for
which J= 0 (butJ=J, for Fig. c), L — distance between the tower head and the point 0, . — an-
gle of inclination between the leg and the centre line of a tower, P — transverse force, P’ — force
equal to 1, /—moment of inertia, J,,, J; — moments of inertia for the tower head and bottom, J,,
—moment of inertia of a leg section referred to the centre line of a leg, c,,, ¢, — distance between
the centre line of a tower and the centre line of a leg section, for the tower head and bottom

Metodg Maxwella-Mohra wyznaczamy ugigcia konca preta f(dlasit P=11P =1,
przy czym P ma wymiar sity w przyjetym ukladzie jednostek, a P’ jest bezwymiaro-
we), uwzgledniajac wptyw momentoéw gnacych M, i M,', a pomijajac cztony rownania
uwzgledniajace sity tnace i normalne, ktdre maja tu drugorzedne znaczenie:

Har M. H(—x)(—x) 1 22
_ g8 _ _
/= '(’)‘ EJ, dr = i. Ea(x+L)dx_ aE 0 (x+L)dx ©)

Poréwnujac to ugiecie z ugieciem od sity P = 1 belki z modelu podstawowego (z tego
samego materialu, o tej samej wysokosci i o stalym zastgpczym momencie bezwtadnosci
J,), mamy:

(x+L) (10)

Po scatkowaniu (przy obliczaniu wszystkich catek korzystano w tej pracy z tablic
Spiegel i Abellanas [1991]) wyrazenie na zastgpczy moment bezwladnosci ma postaé:

Acta Sci. Pol.
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3
J = af (11)

e
sl 2m 2L
2 L

gdzie a i L okreslone sa wzorami (6) i (7). Wstawiajac te wyrazenia do wzoru (11), otrzy-
mamy postac rozwiazania, w ktdorej nie wystepuje H:

3
, 2(Jg =)

e =
2 2 Jk

Przypadek ten nie odpowiada rzeczywistym konstrukcjom wiez i nie ma istotnego
znaczenia praktycznego, ale wyjasnia w najprostszy sposob przyjety tok postgpowania.

(12)

KWADRATOWA ZALEZNOSC MOMENTU BEZWELADNOSCI TRZONU
WIEZY OD WYSOKOSCI

Analogicznie postgpujemy, gdy zalezno$¢ momentu bezwladnosci trzonu wiezy od
wspolrzednej & (rys. 2b) okreslona jest funkcja J = a &2, gdzie a = const. Dla & = L mamy
J,=a =gl adlat=H+LmamyJ,=a (H+ L)*, coprowadzi do rwnania kwa-
dratowego:

(Jx =7, )2 =2J JHL=J ,H?* =0 (13)
o dwdch pierwiastkach:
Li=HWJ,+ T, T =) i Ly =H = [T, Ji) (Je=J,) "

z ktérych uwzglednimy L, gdyz to odpowiada interesujacemu nas, stosowanemu w prak-
tyce ksztattowi wiez. Zauwazmy, ze L| > L, . Otrzymamy wigc:

J o+ [T J
=P NPTk (14)

Sy =,

2
a= (Jk_JP) (15)

12 ({7, +c )

Poréwnujac ugiecia, analogicznie jak w przypadku opisanym w poprzednim punkcie,
mamy:

H

oL (16)
3EJ, aE0x+L

Architectura 7 (1) 2008
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Skad po scatkowaniu otrzymamy wzor na zastepczy moment bezwladnosci w postaci:

H3
J, = a (17)

¢ 2
slw- L yrfi-omPHE
H+1L L

gdzie L i a sg okreslone wzorami (14) i (15). Takze i w tym przypadku, po podstawieniu
L i a, otrzymamy postac rozwiazania, w ktorej nie wystepuje H:

_ B

Je
3 2A+1_2AlnA+1
A+1 A

2
Jp—J
adzie: 4= 2 NP B=M (18)

2
Je=Jp ( /Jp+1/Jk)
WIEZA O ZBIEZNYCH LINIOWO KRAWEZNIKACH

Gdy wieza zbudowana jest jako uklad pretowy z kraweznikami nachylonymi do jej
osi pod stalym katem, jako moment bezwtadnosci przekroju wiezy przyjmowany jest za-
zwyczaj moment bezwladnosci kraweznikdéw. Przyjmujac, ze prostoliniowe krawezniki
sg pretami o statym przekroju, moment bezwtadnosci w uktadzie opisanym wspotrzedna
& wyraza si¢ jako

Je =n(J0 +Ac§) 19)

gdzie: J, — moment bezwladnosci przekroju kraweznika wzgledem jego osi gtownej srod-
kowe;j,
A — pole powierzchni przekroju kraweznika,
ce— odleglos¢ od $rodka cigzkosci przekroju wiezy do $rodka cigzkosci krawez-
nika,
n — liczba kraweznikow.

Wyrazajac c; jako funkcjg kata pochylenia kraweznikow (o) lub wysokosci wiezy (H)
(rys. 2¢):

c§=§~tga=§(ck—cp)H_] (20)

i uwzgledniajac, ze § = x + L, , mozemy wyrazi¢ moment bezwtadno$ci w uktadzie opi-
sanym wspotrzedna x jako:

2
Ck —Cp 2
Jx=J0+A[ 7 ] (x+L0) Q1)

Acta Sci. Pol.
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Prowadzi to do wzoru na ugigcie w postaci:

H ! H 2 H 2
M, M
P e e SR SR x d (22)
o EJ CEL Ey

2
J0+A[Ck Cp} (x+1Ly)

Po scatkowaniu i poréwnaniu ugi¢¢ otrzymujemy zastgpczy moment bezwladnosci
W postaci:

3
J, = 2 2 atl (23)
b, H*+bH+c b~ -2c -1 2H+b -1 b
3| H—=In + tg —tg
{ 2 ¢ \/4c—b2( Jac—p2  Vac-p? ﬂ
gdzie:
2 2
cp—¢ 2c Acy, +J
| = dtg’o; b=—2L; c=p—20
H tgo Atg“a
lub tez jako 3
Alee=cp) (24)

J =

e

k~Cp
AC]%+J0 AC?;_JO[ -1 \/7 -1 \/7:|
33¢p —c, —c,In + tg ey |——tg ¢, |—

RN VA I 7 VA

Po odrzuceniu we wzorach (19) i (21) J,, jako wartosci niewielkiej wobec pozostalej
czg$ci momentu J,, problem wiezy o zbieznych liniowo kraweznikach staje si¢ opisanym
w poprzednim rozdziale zagadnieniem wiezy o kwadratowej zaleznosci momentu bez-
wladnosci trzonu od wysokosci.

Poréwnujac wyniki otrzymane z rozwiazania doktadnego (23) i (24) i uproszczonego
(17) 1 (18) na dwdch przyktadach liczbowych — dla dolnego i sSrodkowego odcinka wiezy,
stanowiacej opisany w tej pracy przyktad obliczeniowy, otrzymano roznice wartosci J,,
wynoszace odpowiednio 0,08 i 0,005%. Wida¢ wigc, ze do celow praktycznych obliczen ty-
powa wieza o zbieznych liniowo kraweznikach moze by¢ traktowana jako wieza, dla ktorej
moment bezwtadnosci trzonu rosnie proporcjonalnie do kwadratu wysokosci wiezy.

Gdyby w tych samych przyktadach zastosowac¢ wzory (11) i (12), wlasciwe dla wiezy
o liniowej zaleznosci momentu bezwtadnosci trzonu od wysokosci, uzyskane wartosci J,
beda obarczone ponad 20-procentowym biedem.

CALKOWANIE ROWNANIA ROZNICZKOWEGO OSI UGIETEJ PRETA

Wyprowadzone powyzej metoda Maxwella-Mohra wzory mozna takze otrzymac, cal-
kujac rownanie rézniczkowe osi odksztatconej belki. Na rysunku 3a podano zatozenia
dla przypadku kwadratowej zaleznosci momentu bezwtadnosci (J,) od wspotrzgdnej x

Architectura 7 (1) 2008
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Rys. 3. Schematy do obliczen ugiecia belki: a —J, = ax?, sita P przytozona w punkcie 0, b — sita
P przytozona w odlegtosci H, od punktu 0; H — wysokos¢ wiezy (dtugos¢ preta), L — od-
legtos¢ od konca preta do punktu, dla ktorego J = 0, x, y — osie wspdtrzednych, P — sita
poprzeczna, H, — odlegtos¢ punktu przytozenia sity poprzecznej od swobodnego konca
preta, J — moment bezwtadnosci

Fig.3. Schemes for calculations of a beam deflection: a —J, = ax?, force P applied at a point 0,
b — force P applied at a distance H, from a point 0; H — tower height (length of a bar),
L — distance between the end of a bar and the point where J = 0, x, y — coordinate axes,
P — transverse force, H, — distance between the point of application of transverse force
and the free end of a bar, J — moment of inertia

biegnacej wzdtuz osi preta. Moment bezwladnosci okreslony jest jako: J, = a (x + L)?,
przy czym parametry L i a zostaly okreslone rownaniami (14) i (15), a moment gnacy
wynosi: My=—P x.
Roéwnanie rézniczkowe przyjmuje postac:
(25)
d? Y -M, Px

& EJ.  Ea(x+L)

Calkujac dwukrotnie réwnanie (25) 1 wyznaczajac stale z warunkow brzegowych (dla
x=H;v=01y=0), gdzie y to ugigcie, a v — kat obrotu przekroju, otrzymujemy réwnanie:

9E ()2 pan)m (26)
P H+L H+L

Dla P =11 x = 0 otrzymamy ugigcie zapisane w sposob rownowazny rozwigzaniu
calki (16) i zastgpczy moment bezwladnosci w postaci identycznej z wzorem (17).

W przypadku gdy sita przylozona jest w punkcie odleglym od poczatku uktadu
o odcinek H, (jak narys. 3b), J,, a i L okreslone sg tak jak poprzednio, a moment gnacy
wyraza si¢ jako: M, =—P (x + H,), otrzymujemy rownanie rézniczkowe w postaci:

d’y _—My _ P(x+Ho) @7)
dx*  EJ, Eat(x+L)2

Po podwojnym catkowaniu, wyznaczeniu statych i uproszczeniu, otrzymamy wzor
na ugigcie:
afE H+2L-H, N

= y=(H-
Py (H -x) H+L

(x+2L—Hy)ln [’;“L (28)
+

Acta Sci. Pol.
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zastepczy moment bezwtadnosci zas wyrazi sig jako:
3
aH
J, = (29)

o=
3 HM+(2L—HO)1n L
H+L H+L

WYZNACZANIE MASY ZASTEPCZEJ

Z analizy czgstosci matych drgan swobodnych belki wspornikowej o statym prze-
kroju i masie rdwnomiernie roztozonej wzdtuz jej dtugosci (rys. 4a) wynika wartos$¢
masy zastepczej m, = 0,2427 m (rozwiazanie doktadne), czgsto przyjmuje si¢ tez m, =
=33:140 m = 0,2357 m (rozwiazanie metoda energetyczna) [Dylag i in. 2000]. Wartosci
te, mimo zupetnie innej formy ruchu, niewiele réznig si¢ od m, = 0,25 m, jak w roz-
wigzaniu dla wahadta w postaci jednorodnego preta zawieszonego przegubowo jednym
koncem (rys. 4b).

a

hit
i
—O—

i | ET mn

Rys. 4. Schematy do wyznaczania masy zastgpczej preta: a — jednorodna belka wspornikowa,
b — wahadto (jednorodny, sztywny pret), ¢ — wieza o jednorodnym trzonie i masach sku-
pionych, d — wieza o catkowitej masie roéwnej sumie mas m;; H — wysokos¢, J, m" — mo-
ment bezwladnosci i masa trzonu wiezy, m; — i-ta masa skupiona (i = 1, ... , n), h; — wy-
sokos¢ i-tej masy, f; — ugiecie na wysokosci i-tej masy pod dzialaniem sity poprzecznej
P =1 przytozonej do swobodnego konca wiezy, P — sita poprzeczna

Fig.4.  Schemes for the determination of effective mass of the bar: a — homogeneous cantilever
beam, b — pendulum (homogeneous, rigid bar), ¢ — tower with homogeneous shaft and
concentrated masses, d — tower of total weight equal to the sum of masses m;; H — height,
J, m" —moment of inertia and mass of a tower shaft, m; — concentrated mass (i=1, ..., n),
h; —height of m;, f; — deflection on the height 4; when the transverse force P =1 is applied
to the tower head, P — transverse force

Gdy wieza posiada trzon o statym przekroju i umieszczone na nim masy skupione,
norma PN-77/B-02011 podaje w zataczniku 2 rozwiazanie (rys. 4c) w formie:

m'H>

”

P N S
oraz m=;zl,mihi "‘mm (30)
l:

T=2m

e

Architectura 7 (1) 2008
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gdzie: m;, h; — warto$¢ i wysokos¢ potozenia i-tej masy skupionej,
m" —masa calkowita konstrukcji wsporczej,
J, — zastgpczy moment bezwladnosci okreslony z rownosci ugigc.

Natomiast w przypadku zmiennego przekroju trzonu wiezy nalezy przyja¢ schemat
obliczeniowy wedlug rysunku 4d, wtedy:

(€2))

Poroéwnujac wzory (5) i (31) i oznaczajac f; jako f, masa zastepcza moze by¢ wyra-
zona jako:

n
3EJ o/
m,=—ci=El___ (32)
H  f

Sposob ten pozwala na roztozenie wiezy na n odcinkow sktadowych i rozpatrzenie jej
masy jako »n mas skupionych, potozonych w $rodkach cigzkosci poszczegélnych odcin-
kéw. Konieczne jest wtedy wyznaczenie ugiecia dla kazdego z n srodkéw cigzkosci.

PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Podane uprzednio wzory zastosowano do obliczenia czgstosci drgan wilasnych pro-
jektowanej stalowej wiezy antenowej wysokosci 95,5 m [Zadrozny 2006]. Wieza jest
dwukrotnie zatamana, o przekroju kwadratowym. Gorny odcinek ma przekrd;j staty, dwa
dolne odcinki maja kontur liniowy. Krawezniki i wykratowanie gtowne zaprojektowano
z rur. Wieza posiada cztery platformy. Przyj¢ta do obliczen masa nieoblodzonej kon-
strukcji wsporczej wynosi 132,534 t, a po dodaniu masy platform m = 145,835 ton. Na
rysunku 5 podano gldwne parametry wiezy, a w tablicy 1 zestawiono wielkosci uzyte do
obliczen.

Do obliczenia momentu zastgpczego wiezy skorzystano z metody catkowania rowna-
nia osi odksztalconej preta — rysunek 3 1 wzory (25)—(28). Kolejne etapy obliczen odpo-
wiadaja odcinkom wiezy wedtug rysunku 6.

Dla dolnego odcinka mamy: H,= H| + H,,a L3 1 a3 sa okreslone odpowiednio wzorami
(14) 1 (15). Korzystajac z rozwiazania catki ze wzoru (27), mamy:

BE o _(H1+H2_L3)(X_H3)+ln x+1s (33)

p 3 (Hy+L3)(x+ 1) Hi + Ly

adlax=0iP=1
X+L3 H3(H1+H2—L3)

(34)
H3 + I3 Ly (H3 +Ly)

a3E1f}3 =In

Acta Sci. Pol.



Obliczanie pierwszej czestosci drgan wlasnych wiez kratowych... 13

Tﬁc

c=0,9m

i/

/A:O,O5495m2
\/Jo:0,00027m4
/J:O,O4476m4
/

29,5

K

c=0,9mn
J=0,08548m*

! A=0,710471m?%
Jo=0,00115m*

95,5m
37

H

i J=1,27656m*
c=3,5m

J=1,46999m*

1 A=0,11982m2

! Jo=0,00219m*
c=/,5m
J=6,74204m*

33

\

|

1

Rys. 5. Parametry geometryczne wiezy: H — wysokosé, ¢ — odlegtos¢ od osi wiezy do osi krawez-
nika, 4 — pole powierzchni przekroju 4 kraweznikow, J — moment bezwtadnosci 4 kra-
weznikodw wzgledem osi gtéwnej srodkowej przekroju wiezy, J, — moment bezwladnosci
przekroju 4 kraweznikow wzgledem wiasnych osi gtownych srodkowych

Fig. 5. Geometrical parameters of the tower: H — height, ¢ — distance between the centre line of
a tower and the centre line of a leg, 4 — cross-sectional area of four legs, J — moment of
inertia of four legs referred to the centre line of a tower section, J, — moment of inertia of
four legs referred to the proper centre line of each leg

oraz ﬁ)@=(H3—x)H3+2L3_H1_H23+(x+2L3—H1—H2)lnﬂ (35)
P Hi+14 Hi+ 14
idlax=0iP=1
L Hy+2L,-H,—-H
a3Ey3 =(2L3 _Hl —Hz)ln 3 +H3 3 lG 1 2 (36)
H;+ 1L, Hsy+ 1,

co pozwala obliczy¢ dla P = 1 i x = 0 warto$ci liczbowe kata obrotu przekroju (vs3)
iugiecia (33).

Architectura 7 (1) 2008
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Tabela 1. Poréwnanie ugi¢¢ wiezy pod wplywem sily poprzecznej P = 1 kN przytozonej do jej
wierzchotka, obliczonych metoda przyjeta przez autoréw i programem Robot. Masg
wiezy rozdzielono na 19 mas skupionych: 1-15 — masy przgset, 16-19 — masy platform

Table 1. Comparison of tower deflection, when the transverse force P = 1 kN is applied to the
tower head, calculated by authors and computed by the program Robot. The mass of
the tower is divided in 19 concentrated masses: 1-15 — masses of tower spans, 16-19
— masses of platforms

Wartosgé CiVVZYkSSS%(C(;SV;EtiT.O;EE Ugiqci‘e na wysok0.5’0i h;
ﬁasa i-tej masy i eQight . Jg ravit}; Deflection on the height /;
ass Value of the mass centre of the mass obliczone w pracy z programu Robot
m; m; calculated computed
Nr - No m; [kg] h; [m] f[em] /; [em]
1 45233,5 8,62 0,00027 0,0000
2 21980,9 22,02 0,00221 0,0012
3 7523,4 30,79 0,00438 0,0030
4 8289,8 36,13 0,00648 0,0052
5 13478,2 44,05 0,01098 0,0094
6 7980,5 52,31 0,01792 0,0160
7 5440,5 58,42 0,02491 0,0227
8 3760,7 62,85 0,03129 0,0287
9 48923 67,53 0,03978 0,0362
10 2750,0 72,32 0,05140 0,0484
11 2575,8 76,97 0,06795 0,0680
12 2429,9 81,61 0,08847 0,0924
13 2505,8 86,25 0,11220 0,1203
14 2497,6 90,87 0,13865 0,1520
15 1195,2 94,34 0,15877 0,1774
16 5913,5 33,00 0,00517 0,0036
17 5519,0 44,63 0,01142 0,0097
18 999,5 64,46 0,03438 0,0316
19 868,8 93,19 0,15200 0,1684

Analogicznie postepujemy dla odcinka srodkowego, z tym ze H, = H,, H = H,
a warunki brzegowe: dla x = Hy, v =v3 1y =y;. Dla P=11x =0 otrzymujemy wyrazenia:

0y =g+ |2 il D (37)
a2E L2 H2+L2 H2+L2
1 Hy+2L,-H L
vy =y3—O3Hy +——| Hy —2 -2 L4 (21, ~ H))In—2— (38)

ktdre pozwalaja na wyliczenie warto$ci v; 1 .
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Rys. 6. Schemat postgpowania dla przyktadowej wiezy trojodcinkowej: x, y — osie wspotrzed-
nych, H,, H,, H3 — dlugosci trzech odcinkdow wiezy, P — sita poprzeczna, a, Ly, a3, L
— wielkosci okreslone rownaniami (14) i (15), odpowiednio dla drugiego i trzeciego od-
cinka

Fig. 6.  Flow chart for exemplary three-section tower: x, y — coordinate axes, H;, H,, H; — longi-
tudes of three tower sections, P — transverse force, ay, L), a3, Ly — parameters defined by
equations (14) and (15), for the second and the third section, respectively

Na koricu liczymy odcinek gorny, dla ktorego J, = J;, M, = —P x, a warunki brzegowe
sa: dla x = H|, v =v,, y = y,. Dla obciazenia sita poprzeczng P = 1 kN obliczono: ugie-
cie swobodnego konca wiezy y; = 0,16561 cm i zastgpczy moment bezwtadnosci J, =
=0,85515 m*. Dokladnie takie same wyniki otrzymano metoda Maxwella-Mohra.

Aby obliczy¢ mase zastgpcza, podzielono wiezg¢ na 15 segmentoéw (odpowiadajacych
jednemu Iub dwu przestom konstrukeji), okreslajac masg i srodek cigzkosci kazdego
z nich, oraz dodatkowo uwzgledniajac masy i Srodki ci¢zkosci kazdej z czterech platform.
Korzystajac z podanych uprzednio rozwiazan, obliczono ugigcia wiezy pod dzialaniem
przylozonej na swobodnym koncu sity poprzecznej P = 1, w punktach o wspotrzgdnych
x odpowiadajacych potozeniu dziewigtnastu srodkéw cigzkosci. Nastgpnie ze wzo-
ru (32) obliczono masg zastgpcza wiezy: bez uwzglednienia platform rowna 6105,5 kg,
a po uwzglednieniu platform m, = 6912,5 kg. Okres (czgsto$¢) drgan mozna wyznaczy¢
z wzoru (31) lub wstawiajac do wzoru (5) obliczone wartosci zastgpeze J, i m,.. Otrzyma-
no nastepujacy wynik: T'=0,6723 s (f=1,4875 s7).

Architectura 7 (1) 2008
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DYSKUSJA WYNIKOW. PODSUMOWANIE

Otrzymane wzory obliczeniowe wyprowadzone zostaly przy przyjeciu wielu zatozen
upraszczajacych, niektore z nich to:

— wieza jest elementem idealnie liniowo-sprezystym,

— moment bezwladnosci zwiazany jest wylacznie z krawgznikami wiezy, pominigto
tez czg¢$¢ momentu bezwladnosci (wzgledem srodka cigzkosci kraweznika),

— przy obliczeniach metoda Maxwella-Mohra uwzgledniono tylko wyrazy zwiazane
z momentem gnacym, pomijajac sity normalne i tnace; odpowiada to zatozeniu, ze bel-
ka obcigzona jest wylacznie momentem gnacym, przyjmowanemu przy wyprowadzeniu
réwnania rozniczkowego osi ugietej belki,

— liczac mase zastepcza przyjeto zalozenie podziatu wiezy na skonczona, niewielka
liczbg segmentow,

— zalozono postaé drgan wiezy i przyjeto, ze amplituda drgan jest mata; w przypadku
wiez z odcinkami krawegznikdw o roznej zbiezno$ci, zastosowane rozwiazanie dotyczy
przypadku o stosunkowo niewielkiej réznicy sztywnosci poszczegolnych odcinkow.

Wyniki w zakresie okresu (czgstosci) pierwszej postaci drgan wilasnych gigtnych
uzyskane dla trojwymiarowego modelu wiezy wygenerowanego w programie Robot
Millennium (rys. 7), to 7= 0,72 s (f= 1,388 s7!), a ugiecie swobodnego konca wie-

Rys. 7.  Model komputerowy wiezy — wieza ugigta obrazuje pierwsza posta¢ drgan wlasnych
gigtnych

Fig. 7.  Computer model of a tower — deflected tower exemplifies the first mode of transverse free
vibration
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zy pod dziataniem przylozonej do niego sity poprzecznej P = 1 kN wynosi y; = fmax =
=0,18655cm. Wida¢ wigc,zedlaanalizowanego przyktaduobliczeniowegordéznicawzgled-
na pomigdzy wynikiem obliczen komputerowych i wykonanych w sposob przedstawiony
w niniejszej pracy dla okresu (czgstosci) drgan nie przekracza 6,7%, a dla ugigcia swo-
bodnego konca wiezy nie przekracza 11,2%.

Uzyskana zbiezno$¢ wynikow pozwala uznaé przedstawiong w artykule metodg
obliczeniowa za wystarczajaco doktadng dla praktycznych obliczen wiez. Szczegdlnie
uwzgledniajac fakt, ze obliczenia takie wykonujemy zwykle we wstgpnych etapach pro-
jektowania wiezy, podczas ktorych dysponujemy jedynie przyblizonymi warto$ciami po-
szczeg6lnych mas. Pordwnanie ugi¢é obliczonych w niniejszej pracy z wynikami kom-
puterowymi pokazuje tabela 1.

Wyprowadzone lub uzyte w rozwiazaniu wzory moga shuzy¢ w pewnych przypadkach
do weryfikacji obliczen komputerowych, maja tez, zdaniem autoréw, pewne znaczenie
dydaktyczne. Moga by¢ tez uzyte do obliczen innych konstrukcji, ktorych ksztatt odpo-
wiada liniowej lub kwadratowej zaleznosci momentu bezwtadnosci od dtugosci preta.

Warto zwrocié uwagg, ze obliczony w przyktadzie zastgpczy moment bezwtadnos$ci
odpowiada w przyblizeniu ,,intuicyjnie oczekiwanej” przez wigkszos$¢ osdb wartosci. Je-
$li natomiast chodzi o mase zastgpcza, to wstepne przyjecie jej w granicach m, = 0,24 m
lub obliczenie wedhug schematu z rysunku 4c prowadzi do bardzo znacznego btedu.
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CALCULATION OF FIRST NATURAL FREQUENCY OF LATTICE TOWERS
WITH A CONSTANT SLOPING LEGS

Abstract. Formulas for the effective moment of inertia of towers with the linear and the
square dependence between the moment of inertia of the tower shaft and the height of the
tower are derived and compiled in the paper. Towers with legs of a constant cross-section
and constant sloping are also included, assuming that the whole moment of inertia results
from the legs. Comparison of a frequency (period) of a first mode of natural vibration and
of a tower head deflection calculated and computed using the Robot Millennium program
is given for the model of aerial (antenna) steel tower 99.5 m high, with a pyramidal trunk
shape, three sections, four legs and with the dead weight of ca. 130 ton.

Keywords: steel tower, natural frequency, effective moment of inertia
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