L
& =)
SACTAZ srchitectura 6 4) 2007, 3343

PLYTY PROSTOKATNE O SKOKOWO ZMIENNEJ
GRUBOSCI OBCIAZONE TEMPERATURA

Anna Szymczak-Graczyk

Akademia Rolnicza w Poznaniu

Streszczenie. W artykule przedstawiono wyniki analizy pracy statycznej ptyt prostokat-
nych o skokowo zmiennej grubosci, o trzech krawgdziach utwierdzonych i z jedng swo-
bodna, obcigzonych temperaturg. Wptyw obciazenia temperatura czg¢sto nieuwzgledniany
w obliczeniach prowadzi do duzych btedow projektowych, a tym samym do pojawienia si¢
problemoéw eksploatacyjnych elementow konstrukeji. Poza analiza numeryczng wykonano
badania modelowe analizowanej ptyty, ktérych wyniki zamieszczono w niniejszej pracy.

Stowa kluczowe: ptyty prostokatne, zmienna grubos¢ plyt, obciazenie temperatura, metoda
réznic skonczonych

WSTEP

Plyty prostokatne o trzech krawedziach utwierdzonych i jednej swobodnej sa kon-
strukcjami czgsto spotykanymi w praktyce inzynierskiej. Typowym przyktadem ich wy-
stgpowania moga by¢ zbiorniki prostopadloscienne. Poza obciazeniem $cian parciem
gruntu czy wody zbiorniki czgsto narazone sa na obcigzenie temperatura wynikajace np.
z wypelnienia goracg ciecza lub w wyniku oddziatywan klimatycznych. W pracy po-
kazano jak duzy jest wpltyw obcigzenia temperatura na generowanie sit wewngtrznych
w poréwnaniu do tych wywolywanych pozostalymi obciazeniami. Plyty prostokatne
o statej sztywnos$ci obcigzone temperatura zostaty w literaturze opisane migdzy innymi
przez: Thruna [1954, 1957], Nowackiego [1960], Buczkowskiego [1990], Mikotajczaka
i Buczkowskiego [1998], Kaczkowskiego [2000], natomiast o ptytach o zmiennej sztyw-
nosci informacje w literaturze przedmiotu znalez¢ mozna na przyktad u Thruna [1957].

Réwniez w kilku pracach Buczkowskiego [1992, 1993] oraz Buczkowski i in. [2006]
przedstawiono rozwiazania i omowiono problemy wystgpujace w Scianach prostopadto-
$ciennych zbiornikdw poddanych dziataniu temperatury.
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i Budownictwa Rolniczego, ul. Pigtkowska 94, 61-691 Poznan, e-mail: kmbibr@au.poznan.pl
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OBLICZENIA STATYCZNE

Do analizy pracy statycznej plyt o zmiennej grubosci, obcigzonych rowniez tempe-
ratura, wykorzystano metodg¢ réznic skonczonych w ujeciu wariacyjnym. Funkcjonal za-
czerpnigty z pracy Kaczkowskiego [2000], opisujacy energi¢ odksztalcenia sprezystego
oraz energi¢ potencjalng wynikajaca z dziatania obcigzenia dla ptyt przedstawia si¢ na-
stepujaco:

2V 2. ¥ (2.} 22 2V
V=2“ a_zv Lol 9w +3_;V Loy a_zva_zv_a_w
25 ox dxdy ay ox~ dy 0xdy

(1
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21+ a—;”+ a—;V + 25 Rdd— [[ qwda
ox“ dy h P
gdzie: w — ugigcie plyty,
v — wspotczynnik Poissona,
D — sztywnos¢ plyty na zginanie przedstawiajaca si¢ nastgpujacym wzorem:
3
p-—t"__ @
12(1-v7)
AT — roznica temperatury pomi¢dzy dolng a gdrng powierzchnig ptyty okreslona
zaleznoscig:
AT=T,;-T,

o, — wspotczynnik rozszerzalnosci termicznej,

h — grubos¢ plyty,

E — modut sprezystosci materiatu plyty,

A — powierzchnia srodkowa plyty,

q — obciazenie prostopadte do srodkowej powierzchni ptyty.

Przed przystapieniem do poszukiwania rozwigzan metoda roéznic skonczonych ana-
lizowana plyt¢ nalezy podzieli¢ dyskretng siatka linii na elementarne podobszary. Aby
z wykorzystaniem funkcjonatu (1) doprowadzi¢ do otrzymania uktadu réwnan liniowych
algebraicznych, nalezy wstawi¢ na miejsce pochodnych odpowiednie ilorazy réznicowe
i skorzysta¢ z warunku, ze dla uktadu bedacego w stanie statecznej rownowagi jego ener-
gia osiaga minimum, a jednoczes$nie catkowanie po powierzchni zastapi¢ sumowaniem
po elementarnych podobszarach. Rdwnania metody rdznic skonczonych otrzymano,
korzystajac z pracy Gotasia [1972]. Przydatnos¢ metody réznic skonczonych do spraw-
dzenia wptywow termicznych wykazano na przyktadzie ptyty o stalej sztywnosci oraz dla
plyty o skokowo zmiennej sztywnosci.

Przyjete do obliczen plyty wraz z siatka podziatu oraz przekrojami w osi symetrii
pokazano na rysunku 1.
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Rys. 1. Analizowana ptyta z przyjeta siatka podzialu, numeracja oraz lokalizacja przekrojow
Fig. 1.  Analysed plate with numbers of points and localization of sections

Do analizy przyjeto:

— plyte o statej grubosci £, oraz ptyte o grubosci w gornej czesci 4y, a w dolnej /,, przy
czym zatozono, ze stosunek sztywnosci dolnej czesci D, do sztywnosci gornej czesci Dy
okreslony jest wspdtczynnikiem B = D,/Dy, natomiast w miejscu skokowej zmiany gru-
bosci przyjeto sztywnosé okreslong jako D, = 0,5 (D + Dy),

— obliczenia wykonano dla wspdtczynnika Poissona v = 0 oraz dla trzech rodzajow
obcigzen: rbwnomiernie roztozonego na catej ptycie, hydrostatycznego oraz rdznica tem-
peratur AT identyczna na calej plycie.

Po zbudowaniu uktadu réwnan przemieszczeniowych i jego rozwiazaniu otrzymano
ugigcia we wszystkich wezlach przyjetej siatki podziatu. Na podstawie uzyskanych ugigé
obliczono momenty zginajace zgodnie ze wzorami:

*w o, AT

M, =-D(——+—1 5
2

M, =_D(a_;"+af_AT) (5)
ay h

W tabeli 1 zestawiono otrzymane wartosci ugieé¢ i momentoéw dla wybranych punk-
tow poszczegolnych ptyt od obciazen: statego, hydrostatycznego oraz temperatury.
Przedstawione rozwiagzanie dotyczy plyty o schemacie pokazanym na rysunku 1, o sto-
sunku wymiaréw /. : [, =2 : 1, o stosunku grubosci &, : hy = 1,75 : 1, co daje = D,/ Dy =
= (hy | hy)* = 5,378. Przyjety do obliczen wspotczynnik p wynikal z wymiarow plyty
modelu, ktory zostal wykorzystany do weryfikacji otrzymanych rozwiazan.

Analizujac wyniki zawarte w tabeli 1, mozna stwierdzi¢, ze dla ptyt prostokatnych
o trzech krawedziach zamocowanych i czwartej swobodnej o grubosci # = const, naj-
wigksza wartos¢ momentu zginajacego M, wywolanego obcigzeniem temperatura wyste-
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Tabela 1. Por6wnanie momentéw i ugig¢ dla plyty o statej sztywnosci oraz o skokowo zmiennej

sztywnosci
Table 1. Comparison of bending moments and displacement for constant and leap variable plate
thickness
Plyta o statej sztywnosci Ptyta o skokowo zmiennej sztywnosci
Plate with constant thickness Plate with leap variable thickness
D = const B=D,/D;=5378
obcigzenie obciazenie obciazenie obciazenie obciazenie obciazenie
state hydrosta- temperatura state hydrosta- temperatura
constant load tyczne temperature  constant load tyczne temperature
hydristatic load hydristatic load
load load
mnoznik mnoznik mnoznik mnoznik mnoznik mnoznik,
multiplier multiplier multiplier multiplier multiplier multiplier
gs* gs* Do, AT/ h gs* gs* Do, AT/ h
Poréwnywa-
na wielkos¢ Wartos$ci momentow
Comparision Values of bending moments
of values
My 5,9722 1,6894 -1,3274 2,5006 0,6350 —1,4472
MOy 2,9400 0,9014 -1,0702 2,6233 0,7807 —2,6414
My —-17,6386 —4,2918 1,0004 -10,1336 —2,1460 1,5866
MBy —8,0400 —3,0946 -1,0860 -10,5167 -3,6329 —-1,4508
MOy, 0,7394 0,9101 —0,6201 —4,3250 —0,4882 —0,7256
Mty —12,7394 —-5,3564 -1,0300 —-18,5917 —7,0860 —2,0974
Wartosci ugigc
Values of displacement
obcigzenie obcigzenie obcigzenie obcigzenie obcigzenie bcigzenie
state hydrosta- temperatura state hydrosta- temperatura
constant load tyczne temperature  constant load tyczne temperature
hydristatic load hydristatic load
load load
mnoznik mnoznik mnoznik mnoznik mnoznik mnoznik
multiplier multiplier multiplier multiplier multiplier multiplier
gs* /D gs* /D o, AT / h gs*/ D, gs* 1 D, o, ATS? | Iy
Wy 68,4871 18,1098 —5,1564 34,5641 8,0595 17,2372
wg 112,8461 30,4490 17,6697 53,8112 12,8823 -10,7558
W36 32,8230 11,4664 —-0,1957 11,3090 3,6848 -1,1279
W40 54,0769 18,2934 —0,6418 17,6589 5,6115 -1,8940

puje w srodku rozpigtosci krawedzi swobodnej. Natomiast w przypadku plyty o skokowo
zmiennej grubos$ci najwigksza wartos¢ momentu zginajacego M, wystepuje w obszarze
plyty w $rodku rozpigtosci w przekroju, gdzie nastgpuje zmiana grubosci plyty.

Dla lepszego zobrazowania pracy statycznej analizowanych plyt wykonano wykresy
momentow zginajacych M, oraz M, dla ptyty o statej grubosci oraz dla ptyty o skokowo
zmiennej grubosci w zaznaczonych na rysunku 1 przekrojach. Wykresy te pokazano na
rysunkach 2, 31 4.
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Rys. 2. Wykresy momen.tow zginajacych My dla‘ analizowanych plyt w przekroju I-1
Fig. 2.  Diagram of bending moments M, in section I-I
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Rys. 3. Wykresy momentéw zginajacych M, dla analizowanych ptyt w przekroju II-11
Fig. 3.  Diagram of bending moments M, in section II-1I
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Rys. 4.  Wykresy momentdw zginajacych M, dla analizowanych plyt w przekroju III-I1I
Fig. 4. Diagram of bending moments M, in section I1I-III
BADANIA MODELOWE

Poza przedstawiona powyzej analizg rachunkowa przeprowadzono réwniez badania
modelowe dla plyty o skokowo zmiennej grubosci. Model zbudowany zostal ze szkta
organicznego. Pomiedzy ramami z katownikow stalowych umieszczono plyte o grubo-
Sci: w gornej czesci k2 = 10,73 mm, natomiast w dolnej czgsci A, = 18,80 mm, co daje
stosunek grubosci i, : hy = 1,75 : 11 =D,/ D, = (hy / hy)’ = 5,378, jak dla rozwiazania
analitycznego. Plyta miata trzy krawedzie utwierdzone w stalowych ramkach z katow-
nikow oraz czwarta krawedz swobodna. Zmiana grubosci ptyty nastgpowata w polowie
jej wysokosci. Wymiary plyty w $wietle ramki byly nastgpujace: Ly = 48 cm, Ly = 18
cm. W celu wyznaczenia modutu sprezystosci szkta organicznego wykonano badania
na beleczce przygotowanej z tego samego arkusza co badana ptyta. Wymiary beleczki
wynosity: dlugos¢ 500 mm, szerokos¢ 27,58 mm oraz grubos¢ 18,80 mm. Badania prze-
prowadzono w temperaturze 20°C. Dla belki wolno podpartej, obciazone;j sita skupiong
w srodku rozpigtosci, zmierzono strzatke ugigcia, a nastgpnie korzystajac z zaleznosci
opisanej wzorem (7):

PP
= 7
/ 48EJ @)
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i po przeksztalceniu wedtug wzoru (8)

3
_pr (8)
48 fJ

wyliczono modut sprezystosci szkla organicznego, ktory w temperaturze 20°C wynosik:
E=273,26 kN-cm .
Ogdlny widok ptyty w trakcie badan przedstawiono na rysunku 5.

Rys. 5. Ogolny widok ptyty podczas badar-'l
Fig. 5. View of plate during research

Do ptyty przystawiono cztery czujniki — dwa na swobodnej krawedzi o doktadnosci
odczytu 0,001 mm oraz dwa na skoku grubosci o doktadnosci odczytu 0,01 mm. Do
weryfikacji wykonanych wczesniej obliczen rachunkowych przyjeto obcigzenie tempe-
raturg. Podczas wykonywania badania jednostronnie ogrzewano ptyt¢ goracym powie-
trzem, natomiast z drugiej strony ochtadzano zimnym powietrzem. Dmuchawa z cieptym
powietrzem znajdowata si¢ w srodku tunelu, ktérego $cianki uniemozliwiaty rozprze-
strzenianie si¢ cieptego powietrza do wnetrza pomieszczenia. Temperatura powierzchni
mierzona byla za pomocg termometréw kontaktowych. Odczytu czujnikéw mierzacych
odksztatcenie ptyty dokonano w momencie, gdy temperatura po obu stronach badanej
plyty ustabilizowata si¢. Zaobserwowano rowniez stato$¢ wskazan czujnikow mierza-
cych przemieszczenia. Zatozono liniowy rozktad temperatury na grubosci badanej ptyty.
Na rysunku 6 przedstawiono lokalizacj¢ punktow pomiarowych, w ktorych za pomoca
czujnikdéw mierzono ugiecia ptyty o skokowo zmiennej grubosci poddanej dziataniu ob-
cigzenia temperatura.

Architectura 6 (4) 2007
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Rys. 6. Lokalizacja punktéw pomiarowych dla badanej ptyty
Fig. 6. Localization of measurement points

Ponizej zamieszczono wyniki ugig¢ zmierzonych podczas badan modelowych. Tem-
peratura strony ogrzanej w momencie odczytu wynosita 7, = 68°C, temperatura stro-
ny nieogrzanej w momencie odczytu wynosita: w czesci dolnej 28,2°C oraz w gornej
30,6°C. Przemieszczenia poszczegolnych punktow wynosity:

— dla punktu 4 Awy = 1,622 mm,
— dla punktu 8 Awg = 2,422 mm,
— dla punktu 36 Aws=0,21 mm,
— dla punktu 40 Awgo = 0,41 mm.

Podczas badan modelowych w trakcie odczytu przemieszczen zmierzone rdznice
temperatury pomigdzy zewngtrznymi ptaszczyznami plyty wynosily:

— dla gornej czesci plyty AT, = T, — Ty = 68 — 30,6 = 37,4°C

— dla dolnej czgsci plyty AT,;= T, — T,;= 68 — 28,2 = 39,8°C

— $rednia réznica temperatur na skoku grubosci ptyty AT = 38,6°C,

— dhugos¢ ptyty Ly =48 cm,

— szerokos¢ ptyty Ly =18 cm,

Wartos¢ wspotczynnika a, byta niezbgdna do wyznaczenia przemieszczen wynikaja-
cych z obliczen numerycznych. Poniewaz szklo organiczne wykazuje duza wrazliwosé
na temperaturg, wigc stale materialowe o, oraz E nalezy wyznacza¢ dla temperatury
wystepujacej podczas badan. Aby wyznaczy¢ opisane powyzej state materiatowe uzyto
beleczki, ktora w temperaturze pokojowej, wynoszacej 18°C, miata dtugos¢ / = 50 cm,
nastgpnie umieszczono ja w wodzie o temperaturze 45°C. Przy tej temperaturze beleczka
wydhuzyla si¢ 0 A/ = 1,26 mm. Na podstawie zaleznosci (9):

Al =10, AT )

i po jej przeksztalceniu do postaci:
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o - AL
AT

wyznaczono warto$¢ wspotczynnika liniowej wydtuzalnosci termicznej, ktéry wynosi:

(10)

o, =9,3361-107 °C™!

W tabeli 2 zestawiono warto$ci ugie¢ pomierzone na modelu oraz wyliczone metoda
réznic skonczonych dla danych odpowiadajacych parametrom modelu oraz w tempera-
turze okreslonej podczas badan modelowych. Obliczenia numeryczne dla ptyty modelu
wykonano, przyjmujac obciazenie temperaturg w dolnej czgsci AT = 39,8°C, a w gornej
AT=374°C.

Tabela 2. Poréwnanie wartosci ugig¢ dla ptyty obliczone rachunkowo oraz pomierzone na modelu
Table 2. Comparison of displacement values for calculation and research plate

Ugigcia w punktach Wartosci wyliczone metoda réznic Wartosci pomierzone na modelu
Numbers of displacement skonczonych Values from model research
Values from finite differences method [mm]
[mm]
1,625 1,622
8 2,422 2,422
36 0,269 0,210
40 0,448 0,410

Zgodno$¢ wynikow w punktach 4, 8 i 40 jest zadowalajaca, co swiadczy o doktadno-
$ci zastosowanej metody obliczeniowej oraz o poprawnym przebiegu badan i wyznacze-
niu statych materialowych dla szkta organicznego. Jedynie w punkcie 36 btad pomigdzy
pomiarem a warto$cia obliczeniowa jest do$¢ duzy, siggajacy 20%, dlatego zaktada si¢
wykonanie kolejnych badan. W pracy Podhoreckiego i Przedpetskiego [1982], dotycza-
cej obliczania pretéw o zmiennych sztywnosciach metoda réznic skonczonych, autorzy
porownywali przyjmowanie srednich sztywnosci na skoku grubosci, jako $rednia arytme-
tyczna 1 harmoniczna. Korzystajac z ciekawych wnioskdw z powyzszego artykutu zato-
zono kolejny etap badan, ktoéry obejmowac bedzie wykorzystanie $redniej harmonicznej
przy okreslaniu sztywnosci na skoku grubosci ptyty.

PODSUMOWANIE

Z analizy otrzymanych rozwiazan wynika, ze dla ptyt obcigzonych temperatura
na styku krawedzi swobodnej oraz krawedzi zamocowanej wystgpuje osobliwos¢ po-
legajaca na tym, ze moment zamocowania W tym miejscu jest przeciwnego znaku niz
w przekrojach potozonych nizej (np. M i Mp— patrz rys. 2, 3, 4). W literaturze technicz-
nej, u Plaskowskiego i Romana [1966], Kobiaka i Stachurskiego [1991] oraz PN-89/B-
03262, czgsto przy okreslaniu momentu zginajacego wywolanego dziataniem temperatu-
ry korzysta si¢ ze wzoru:
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Wartosci tak obliczonych momentéw wynosza:
— dla plyty o grubosci w gornej czesci 4
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12

— dla ptyty o grubosci w dolnej czesci 4, = 1,75 h;, co odpowiada wspotczynnikowi
B=15,378

Eh Eh
M, ==L 0, AT =3,063 =10, AT
12 12

Po analizie rachunkowej oraz weryfikacji modelowej mozna stwierdzi¢, ze tempe-
ratura moze wywota¢ w ustrojach ptytowych momenty zginajace znacznie wigksze niz
momenty od innych obcigzen zewnetrznych. W praktyce inzynierskiej §ciany zbiorni-
kéw prostopadtosciennych zazwyczaj projektowane sg jako plyty o statej grubosci. Lecz
zgodnie z wykresami momentéw zginajacych z powodzeniem mozna by stosowaé ptyty
o zmiennej grubosci, wigkszej w dolnej czegsci plyty, a mniejszej w goérnej. Zwazyw-
szy, ze momenty zginajace w ustrojach ptytowych obciazonych temperatura wzrastajg
wprost proporcjonalnie do kwadratu grubosci ptyty oraz biorac pod uwage fakt, ze Sciany
zbiornikdw najczgsciej obciazone sa parciem hydrostatycznym, a wigec w gornej czgsci sa
znacznie mniej obcigzone niz w dolnej, wskazane jest konstruowanie $cian zbiornikow
o zmiennej grubosci, ktéra powinna wzrasta¢ wraz z glgbokoscia zbiornika. W dolnej
czesci Scian, przy zbiornikach czg$ciowo obsypanych gruntem, wpltyw temperatury jest
niewielki, a wystgpuje duze parcie cieczy. Aby mdc stosowaé w praktyce takie rozwiaza-
nie $cian zbiornika, nalezy mieé¢ rozeznanie dotyczace pracy statycznej ptyt o zmiennej
grubosci. Praca niniejsza stanowi przyczynek do poznania statyki takich plyt obciazo-
nych réwnomiernie, hydrostatycznie oraz temperatura.
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RECTANGLE PLATES WITH LEAP VARIABLE THICKNESS EXPANDING
TEMPERATURE LOAD

Abstract. In this article analysis results of static work rectangle plates with leap variable
thickness expanding temperature forces has been presented. Temperature is one this loads,
which very often is not consider in calculations. And this lead to design mistakes and big
exploitations problems. To research used numeral solutions — variational method finite dif-
ferences. In this way obtained solutions was checked by model verification.

Key words: finite differences method, plate, tank, plastic glass
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