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P YTY PROSTOK!TNE O SKOKOWO ZMIENNEJ 

GRUBO"CI OBCI!#ONE TEMPERATUR!

Anna Szymczak-Graczyk

Akademia Rolnicza w Poznaniu

Streszczenie. W artykule przedstawiono wyniki analizy pracy statycznej p yt prostok!t-

nych o skokowo zmiennej grubo"ci, o trzech kraw#dziach utwierdzonych i z jedn! swo-

bodn!, obci!$onych temperatur!. Wp yw obci!$enia temperatur! cz#sto nieuwzgl#dniany 

w obliczeniach prowadzi do du$ych b #dów projektowych,  a tym samym do pojawienia si# 

problemów eksploatacyjnych elementów konstrukcji. Poza analiz! numeryczn! wykonano 

badania modelowe analizowanej p yty, których wyniki zamieszczono w niniejszej pracy.

S$owa kluczowe: p yty prostok!tne, zmienna grubo"% p yt, obci!$enie temperatur!, metoda 

ró$nic sko&czonych

WST%P

P yty prostok!tne o trzech kraw#dziach utwierdzonych i jednej swobodnej s! kon-

strukcjami cz#sto spotykanymi w praktyce in$ynierskiej. Typowym przyk adem ich wy-

st#powania mog! by% zbiorniki prostopad o"cienne. Poza obci!$eniem "cian parciem 

gruntu czy wody zbiorniki cz#sto nara$one s! na obci!$enie temperatur! wynikaj!ce np. 

z wype nienia gor!c! ciecz! lub w wyniku oddzia ywa& klimatycznych. W pracy po-

kazano jak du$y jest wp yw obci!$enia temperatur! na generowanie si  wewn#trznych 

w porównaniu do tych wywo ywanych pozosta ymi obci!$eniami. P yty prostok!tne 

o sta ej sztywno"ci obci!$one temperatur! zosta y w literaturze opisane mi#dzy innymi 

przez: Thruna [1954, 1957], Nowackiego [1960], Buczkowskiego [1990], Miko ajczaka 

i Buczkowskiego [1998], K!czkowskiego [2000], natomiast o p ytach o zmiennej sztyw-

no"ci informacje w literaturze przedmiotu znale'% mo$na na przyk ad u Thruna [1957].

Równie$ w kilku pracach Buczkowskiego [1992, 1993] oraz Buczkowski i in. [2006] 

przedstawiono rozwi!zania i omówiono problemy wyst#puj!ce w "cianach prostopad o-

"ciennych zbiorników poddanych dzia aniu temperatury.
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w Poznaniu, Wydzia  Melioracji i In$ynierii (rodowiska, Katedra Mechaniki Budowli 

i Budownictwa Rolniczego, ul. Pi!tkowska 94, 61-691 Pozna&, e-mail: kmbibr@au.poznan.pl 
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OBLICZENIA STATYCZNE

Do analizy pracy statycznej p yt o zmiennej grubo"ci, obci!$onych równie$ tempe-

ratur!, wykorzystano metod# ró$nic sko&czonych w uj#ciu wariacyjnym. Funkcjona  za-

czerpni#ty z pracy K!czkowskiego [2000], opisuj!cy energi# odkszta cenia spr#$ystego 

oraz energi# potencjaln! wynikaj!c! z dzia ania obci!$enia dla p yt przedstawia si# na-

st#puj!co:
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gdzie: w – ugi#cie p yty,

  – wspó czynnik Poissona,

D – sztywno"% p yty na zginanie przedstawiaj!ca si# nast#puj!cym wzorem: 
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(2)

)T – ró$nica temperatury pomi#dzy doln! a górn! powierzchni! p yty okre"lona 

zale$no"ci!:

)T = Td – Tg

*t – wspó czynnik rozszerzalno"ci termicznej,

h – grubo"% p yty,  

E – modu  spr#$ysto"ci materia u p yty,

A – powierzchnia "rodkowa p yty,

q – obci!$enie prostopad e do "rodkowej powierzchni p yty.

Przed przyst!pieniem do poszukiwania rozwi!za& metod! ró$nic sko&czonych ana-

lizowan! p yt# nale$y podzieli% dyskretn! siatk! linii na elementarne podobszary. Aby 

z wykorzystaniem funkcjona u (1) doprowadzi% do otrzymania uk adu równa& liniowych 

algebraicznych, nale$y wstawi% na miejsce pochodnych odpowiednie ilorazy ró$nicowe 

i skorzysta% z warunku, $e dla uk adu b#d!cego w stanie statecznej równowagi jego ener-

gia osi!ga minimum, a jednocze"nie ca kowanie po powierzchni zast!pi% sumowaniem 

po elementarnych podobszarach. Równania metody ró$nic sko&czonych otrzymano, 

korzystaj!c z pracy Go asia [1972]. Przydatno"% metody ró$nic sko&czonych do spraw-

dzenia wp ywów termicznych wykazano na przyk adzie p yty o sta ej sztywno"ci oraz dla 

p yty o skokowo zmiennej sztywno"ci. 

Przyj#te do oblicze& p yty wraz z siatk! podzia u oraz przekrojami w osi symetrii 

pokazano na rysunku 1.
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Do analizy przyj#to:

– p yt# o sta ej grubo"ci h, oraz p yt# o grubo"ci w górnej cz#"ci h1, a w dolnej h2, przy 

czym za o$ono, $e stosunek sztywno"ci dolnej cz#"ci D2 do sztywno"ci górnej cz#"ci D1 

okre"lony jest wspó czynnikiem + = D2/D1, natomiast w miejscu skokowej zmiany gru-

bo"ci przyj#to sztywno"% okre"lon! jako D12 = 0,5 (D1 + D2),

– obliczenia wykonano dla wspó czynnika Poissona , = 0 oraz dla trzech rodzajów 

obci!$e&: równomiernie roz o$onego na ca ej p ycie, hydrostatycznego oraz ró$nic! tem-

peratur )T identyczn! na ca ej p ycie.

Po zbudowaniu uk adu równa& przemieszczeniowych i jego rozwi!zaniu otrzymano 

ugi#cia we wszystkich w#z ach przyj#tej siatki podzia u. Na podstawie uzyskanych ugi#% 

obliczono momenty zginaj!ce zgodnie ze wzorami:
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W tabeli 1 zestawiono otrzymane warto"ci ugi#% i momentów dla wybranych punk-

tów poszczególnych p yt od obci!$e&: sta ego, hydrostatycznego oraz temperatury. 

Przedstawione rozwi!zanie dotyczy p yty o schemacie pokazanym na rysunku 1, o sto-

sunku wymiarów lx : ly = 2 : 1, o stosunku grubo"ci h2 : h1 = 1,75 : 1, co daje + = D2 / D1 =

= (h2 / h1)3 = 5,378. Przyj#ty do oblicze& wspó czynnik + wynika  z wymiarów p yty 

modelu, który zosta  wykorzystany do weryÞ kacji otrzymanych rozwi!za&.

Analizuj!c wyniki zawarte w tabeli 1, mo$na stwierdzi%, $e dla p yt prostok!tnych 

o trzech kraw#dziach zamocowanych i czwartej swobodnej o grubo"ci h = const, naj-

wi#ksza warto"% momentu zginaj!cego Mx wywo anego obci!$eniem temperatur! wyst#-

Rys. 1. Analizowana p yta z przyj#t! siatk! podzia u, numeracj! oraz lokalizacj! przekrojów

Fig. 1. Analysed plate with numbers of points and localization of sections
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puje w "rodku rozpi#to"ci kraw#dzi swobodnej. Natomiast w przypadku p yty o skokowo 

zmiennej grubo"ci najwi#ksza warto"% momentu zginaj!cego Mx wyst#puje w obszarze 

p yty w "rodku rozpi#to"ci w przekroju, gdzie nast#puje zmiana grubo"ci p yty.

Dla lepszego zobrazowania pracy statycznej analizowanych p yt wykonano wykresy 

momentów zginaj!cych Mx oraz My dla p yty o sta ej grubo"ci oraz dla p yty o skokowo 

zmiennej grubo"ci w zaznaczonych na rysunku 1 przekrojach. Wykresy te pokazano na 

rysunkach 2, 3 i 4.

Tabela 1. Porównanie momentów i ugi#% dla p yty o sta ej sztywno"ci oraz o skokowo zmiennej 

sztywno"ci

Table 1. Comparison of bending moments and displacement for constant and leap variable plate 

thickness

P yta o sta ej sztywno"ci

Plate with constant thickness

D = const

P yta o skokowo zmiennej sztywno"ci

Plate with leap variable thickness

+ = D2 / D1 = 5,378

obci!$enie 

sta e 

constant load

mno$nik

multiplier

qs2

obci!$enie 

hydrosta-

tyczne 

hydristatic 

load

mno$nik 

multiplier

qs2

obci!$enie 

temperatur!
temperature 

load

mno$nik 

multiplier

D*t)T / h

obci!$enie 

sta e 

constant load

mno$nik

multiplier

qs2

obci!$enie 

hydrosta-

tyczne 

hydristatic 

load

mno$nik 

multiplier

qs2

obci!$enie 

temperatur!
temperature 

load

mno$nik, 

multiplier

D*t)T / h

Porównywa-

na wielko"%
Comparision 

of values

Warto"ci momentów

Values of bending moments

M8
X 5,9722 1,6894 –1,3274 2,5006 0,6350 –1,4472

M40
X 2,9400 0,9014 –1,0702 2,6233 0,7807 –2,6414

MC
X –17,6386 –4,2918 1,0004 –10,1336 –2,1460 1,5866

MB
X –8,0400 –3,0946 –1,0860 –10,5167 –3,6329 –1,4508

M40
Y 0,7394 0,9101 –0,6201 –4,3250 –0,4882 –0,7256

MA
Y –12,7394 –5,3564 –1,0300 –18,5917 –7,0860 –2,0974

Warto"ci ugi#%
Values of displacement

obci!$enie 

sta e
constant load

mno$nik 

multiplier

qs4 / D

obci!$enie 

hydrosta-

tyczne

hydristatic 

load

mno$nik

multiplier

qs4 / D

obci!$enie 

temperatur! 

temperature 

load

mno$nik

multiplier

*t)Ts2 / h

obci!$enie 

sta e
constant load

mno$nik 

multiplier

qs4 / D1

obci!$enie 

hydrosta-

tyczne

hydristatic 

load

mno$nik 

multiplier

qs4 / D1

bci!$enie 

temperatur!
temperature 

load

mno$nik 

multiplier

*t)Ts2 / h1

w4 68,4871 18,1098 –5,1564 34,5641 8,0595 –7,2372

w8 112,8461 30,4490 –7,6697 53,8112 12,8823 –10,7558

w36 32,8230 11,4664 –0,1957 11,3090 3,6848 –1,1279

w40 54,0769 18,2934 –0,6418 17,6589 5,6115 –1,8940
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Rys. 2. Wykresy momentów zginaj!cych My dla analizowanych p yt w przekroju I-I

Fig. 2. Diagram of bending moments My in section I-I

Rys. 3. Wykresy momentów zginaj!cych Mx dla analizowanych p yt w przekroju II-II

Fig. 3. Diagram of bending moments Mx in section II-II
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BADANIA MODELOWE

Poza przedstawion! powy$ej analiz! rachunkow! przeprowadzono równie$ badania 

modelowe dla p yty o skokowo zmiennej grubo"ci. Model zbudowany zosta  ze szk a 

organicznego. Pomi#dzy ramami z k!towników stalowych umieszczono p yt# o grubo-

"ci: w górnej cz#"ci h1 = 10,73 mm, natomiast w dolnej cz#"ci h2 = 18,80 mm, co daje 

stosunek grubo"ci h2 : h1 = 1,75 : 1 i + = D2 / D1 = (h2 / h1)3 = 5,378, jak dla rozwi!zania 

analitycznego. P yta mia a trzy kraw#dzie utwierdzone w stalowych ramkach z k!tow-

ników oraz czwart! kraw#d'  swobodn!. Zmiana grubo"ci p yty nast#powa a w po owie 

jej wysoko"ci. Wymiary p yty w "wietle ramki by y nast#puj!ce: LX = 48 cm, LY = 18 

cm. W celu wyznaczenia modu u spr#$ysto"ci szk a organicznego wykonano badania 

na beleczce przygotowanej z tego samego arkusza co badana p yta. Wymiary beleczki 

wynosi y: d ugo"% 500 mm, szeroko"% 27,58 mm oraz grubo"% 18,80 mm. Badania prze-

prowadzono w temperaturze 20°C. Dla belki wolno podpartej, obci!$onej si ! skupion! 

w "rodku rozpi#to"ci, zmierzono strza k# ugi#cia, a nast#pnie korzystaj!c z zale$no"ci 

opisanej wzorem (7):

f
Pl

EJ
=

3

48

 

(7)

Rys. 4. Wykresy momentów zginaj!cych Mx dla analizowanych p yt w przekroju III-III

Fig. 4. Diagram of bending moments Mx in section III-III
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i po przekszta ceniu wed ug wzoru (8)

E
Pl

fJ
=

3

48

  

(8)

wyliczono modu  spr#$ysto"ci szk a organicznego, który w temperaturze 20°C wynosi : 
E = 273,26 kN·cm–2.

Ogólny widok p yty w trakcie bada& przedstawiono na rysunku 5. 

Do p yty przystawiono cztery czujniki – dwa na swobodnej kraw#dzi o dok adno"ci 

odczytu 0,001 mm oraz dwa na skoku grubo"ci o dok adno"ci odczytu 0,01 mm. Do 

weryÞ kacji wykonanych wcze"niej oblicze& rachunkowych przyj#to obci!$enie tempe-

ratur!. Podczas wykonywania badania jednostronnie ogrzewano p yt# gor!cym powie-

trzem, natomiast z drugiej strony och adzano zimnym powietrzem. Dmuchawa z ciep ym 

powietrzem znajdowa a si# w "rodku tunelu, którego "cianki uniemo$liwia y rozprze-

strzenianie si# ciep ego powietrza do wn#trza pomieszczenia. Temperatura powierzchni 

mierzona by a za pomoc! termometrów kontaktowych. Odczytu czujników mierz!cych 

odkszta cenie p yty dokonano w momencie, gdy temperatura po obu stronach badanej 

p yty ustabilizowa a si#. Zaobserwowano równie$ sta o"% wskaza& czujników mierz!-

cych przemieszczenia. Za o$ono liniowy rozk ad temperatury na grubo"ci badanej p yty. 

Na rysunku 6 przedstawiono lokalizacj# punktów pomiarowych, w których za pomoc! 

czujników mierzono ugi#cia p yty o skokowo zmiennej grubo"ci poddanej dzia aniu ob-

ci!$enia temperatur!.

Rys. 5. Ogólny widok p yty podczas bada&
Fig. 5. View of plate during research
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Poni$ej zamieszczono wyniki ugi#% zmierzonych podczas bada& modelowych. Tem-

peratura strony ogrzanej w momencie odczytu wynosi a Tg = 68°C, temperatura stro-

ny nieogrzanej w momencie odczytu wynosi a: w cz#"ci dolnej 28,2°C oraz w górnej 

30,6°C. Przemieszczenia poszczególnych punktów wynosi y:

– dla punktu 4  )w4 = 1,622 mm,

– dla punktu 8  )w8 = 2,422 mm,

– dla punktu 36 )w36 = 0,21 mm,

– dla punktu 40 )w40 = 0,41 mm.

Podczas bada& modelowych w trakcie odczytu przemieszcze& zmierzone ró$nice 

temperatury pomi#dzy zewn#trznymi p aszczyznami p yty wynosi y: 

– dla górnej cz#"ci p yty )Tg = Ts – Tg = 68 – 30,6 = 37,4°C

– dla dolnej cz#"ci p yty )Td = Ts – Td = 68 – 28,2 = 39,8°C

– "rednia ró$nica temperatur na skoku grubo"ci p yty )T"r = 38,6°C,

– d ugo"% p yty LX = 48 cm,

– szeroko"% p yty LY = 18 cm,

Warto"% wspó czynnika *t by a niezb#dna do wyznaczenia przemieszcze& wynikaj!-

cych z oblicze& numerycznych. Poniewa$ szk o organiczne wykazuje du$! wra$liwo"% 

na temperatur#, wi#c sta e materia owe *t oraz E nale$y wyznacza% dla temperatury 

wyst#puj!cej podczas bada&. Aby wyznaczy% opisane powy$ej sta e materia owe u$yto 

beleczki, która w temperaturze pokojowej, wynosz!cej 18°C, mia a d ugo"% l = 50 cm, 

nast#pnie umieszczono j! w wodzie o temperaturze 45°C. Przy tej temperaturze beleczka 

wyd u$y a si# o )l = 1,26 mm. Na podstawie zale$no"ci (9):

∆ ∆l l Tt= α
 (9)

i po jej przekszta ceniu do postaci: 

Rys. 6. Lokalizacja punktów pomiarowych dla badanej p yty

Fig. 6. Localization of measurement points
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αt
l

l T
=

∆
∆  

(10)

wyznaczono warto"% wspó czynnika liniowej wyd u$alno"ci termicznej, który wynosi:

αt = ⋅ −9 3361 10 5,

  

°C–1

W tabeli 2 zestawiono warto"ci ugi#% pomierzone na modelu oraz wyliczone metod! 

ró$nic sko&czonych dla danych odpowiadaj!cych parametrom modelu oraz w tempera-

turze okre"lonej podczas bada& modelowych. Obliczenia numeryczne dla p yty modelu 

wykonano, przyjmuj!c obci!$enie temperatur! w dolnej cz#"ci )T = 39,8°C, a w górnej 

)T = 37,4°C.

Zgodno"% wyników w punktach 4, 8 i 40 jest zadowalaj!ca, co "wiadczy o dok adno-

"ci zastosowanej metody obliczeniowej oraz o poprawnym przebiegu bada& i wyznacze-

niu sta ych materia owych dla szk a organicznego. Jedynie w punkcie 36 b !d pomi#dzy 

pomiarem a warto"ci! obliczeniow! jest do"% du$y, si#gaj!cy 20%, dlatego zak ada si# 

wykonanie kolejnych bada&. W pracy Podhoreckiego i Przedpe skiego [1982], dotycz!-

cej obliczania pr#tów o zmiennych sztywno"ciach metod! ró$nic sko&czonych, autorzy 

porównywali przyjmowanie "rednich sztywno"ci na skoku grubo"ci, jako "redni! arytme-

tyczn! i harmoniczn!. Korzystaj!c z ciekawych wniosków z powy$szego artyku u za o-

$ono kolejny etap bada&, który obejmowa% b#dzie wykorzystanie "redniej harmonicznej 

przy okre"laniu sztywno"ci na skoku grubo"ci p yty.

PODSUMOWANIE

Z analizy otrzymanych rozwi!za& wynika, $e dla p yt obci!$onych temperatur! 

na styku kraw#dzi swobodnej oraz kraw#dzi zamocowanej wyst#puje osobliwo"% po-

legaj!ca na tym, $e moment zamocowania w tym miejscu jest przeciwnego znaku ni$ 

w przekrojach po o$onych ni$ej (np. MC i MB – patrz rys. 2, 3, 4). W literaturze technicz-

nej, u Pl!skowskiego i Romana [1966], Kobiaka i Stachurskiego [1991] oraz PN-89/B-

03262, cz#sto przy okre"laniu momentu zginaj!cego wywo anego dzia aniem temperatu-

ry korzysta si# ze wzoru:

Tabela 2.  Porównanie warto"ci ugi#% dla p yty obliczone rachunkowo oraz pomierzone na modelu

Table 2. Comparison of displacement values for calculation and research plate

Ugi#cia w punktach

Numbers of displacement

Warto"ci wyliczone metod! ró$nic 

sko&czonych

Values from Þ nite differences method

[mm]

Warto"ci pomierzone na modelu

Values from model research

[mm]

4 1,625 1,622

8 2,422 2,422

36 0,269 0,210

40 0,448 0,410
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M
Eh

Tt t=
2

12
α ∆

 

(11)

Warto"ci tak obliczonych momentów wynosz!:

– dla p yty o grubo"ci w górnej cz#"ci h1

M
Eh

Tt t= 1
2

12
α ∆

– dla p yty o grubo"ci w dolnej cz#"ci h2 = 1,75 h1, co odpowiada wspó czynnikowi 

+ = 5,378

M
Eh

T
Eh

Tt t t= =1
2

1
2

12
3 063

12
α α∆ ∆,

Po analizie rachunkowej oraz weryÞ kacji modelowej mo$na stwierdzi%, $e tempe-

ratura mo$e wywo a% w ustrojach p ytowych momenty zginaj!ce znacznie wi#ksze ni$ 

momenty od innych obci!$e& zewn#trznych. W praktyce in$ynierskiej "ciany zbiorni-

ków prostopad o"ciennych zazwyczaj projektowane s! jako p yty o sta ej grubo"ci. Lecz 

zgodnie z wykresami momentów zginaj!cych z powodzeniem mo$na by stosowa% p yty 

o zmiennej grubo"ci, wi#kszej w dolnej cz#"ci p yty, a mniejszej w górnej. Zwa$yw-

szy, $e momenty zginaj!ce w ustrojach p ytowych obci!$onych temperatur! wzrastaj! 

wprost proporcjonalnie do kwadratu grubo"ci p yty oraz bior!c pod uwag# fakt, $e "ciany 

zbiorników najcz#"ciej obci!$one s! parciem hydrostatycznym, a wi#c w górnej cz#"ci s! 

znacznie mniej obci!$one ni$ w dolnej, wskazane jest konstruowanie "cian zbiorników 

o zmiennej grubo"ci, która powinna wzrasta% wraz z g #boko"ci! zbiornika. W dolnej 

cz#"ci "cian, przy zbiornikach cz#"ciowo obsypanych gruntem, wp yw temperatury jest 

niewielki, a wyst#puje du$e parcie cieczy. Aby móc stosowa% w praktyce takie rozwi!za-

nie "cian zbiornika, nale$y mie% rozeznanie dotycz!ce pracy statycznej p yt o zmiennej 

grubo"ci. Praca niniejsza stanowi przyczynek do poznania statyki takich p yt obci!$o-

nych równomiernie, hydrostatycznie oraz temperatur!.
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RECTANGLE PLATES WITH LEAP VARIABLE THICKNESS EXPANDING 

TEMPERATURE LOAD

Abstract. In this article analysis results of static work rectangle plates with leap variable 

thickness expanding temperature forces has been presented. Temperature is one this loads, 

which very often is not consider in calculations. And this lead to design mistakes and big 

exploitations problems. To research used numeral solutions – variational method Þ nite dif-

ferences. In this way obtained solutions was checked by model veriÞ cation.

Key words: Þ nite differences method, plate, tank, plastic glass
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