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STRESZCZENIE

Rozkład obciążenia zastępczego w analizie zbrojenia warstwy transmisyjnej nasypów na słabym podłożu 
wzmocnionym kolumnami ma wpływ na zachowanie membrany modelującej to zbrojenie. W zależności 
od modelu obliczeniowego powszechnie stosowane są rozkłady trójkątny, równomierny i odwrotny trój-
kątny. W pracy przeanalizowano zachowanie membrany pod wpływem 11 różnych rozkładów obciążenia. 
Dla wszystkich rozkładów wyznaczono krzywe ugięcia oraz wykresy sił rozciągających, odkształceń i kąta 
obrotu membrany dla zadania modelującego eksperyment w skali rzeczywistej. Przeprowadzono także ana-
lizę wpływu współczynnika sztywności k słabego podłoża między kolumnami oraz sztywności zbrojenia na 
zachowanie membrany. Stwierdzono, że przyjęcie jednego z rozkładów jako odpowiedni w każdej sytuacji 
projektowej nie zawsze jest uzasadnione. W pracy wykazano, że stosunek odporu gruntu do sztywności zbro-
jenia ma istotny wpływ na charakter funkcji i wartości ekstremalne sił wewnętrznych, odkształceń i ugięć. 
W wyniku przeprowadzonych analiz wykazano, że zwiększanie sztywności gruntu (parametr k) zmienia 
w sposób istotny charakter funkcji ugięcia, odkształcenia i siły normalnej w membranie, a zmiana ta zależy 
od rozkładu obciążenia zastępczego.
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WSTĘP

Występowanie w podłożu gruntów słabych wymusza 
stosowanie rozwiązań zapewniających bezpieczeństwo 
konstrukcji, przy jednoczesnym minimalizowaniu 
kosztów jej wznoszenia. Nasypy na słabym podłożu 
wzmocnionym kolumnami są powszechnie wykorzy-
stywane w budownictwie komunikacyjnym. Słabe pod-
łoże wzmacniane jest z użyciem kolumn sztywnych. Na 
tak wzmocnionym podłożu formowana jest warstwa 
transmisyjna, która zwykle jest zbrojona, a następnie 
wznoszony jest docelowy nasyp. Obciążenia od na-
sypu i ruchu pojazdów są przekazywane zarówno na 

kolumny, jak i słaby grunt między kolumnami  oraz 
zbrojenie. Rozdział obciążenia następuje w wyniku 
przesklepienia w gruncie (tzw. arching effect). Istnieje 
wiele modeli tego zjawiska (Hewlett i Randolph, 1998; 
Zaeske, 2001; Van Eekelen, Bezuijen, van Tol, 2013).

Analiza zbrojenia warstwy transmisyjnej wykony-
wana jest w dwóch krokach. W pierwszym kroku na-
stępuje rozdział obciążenia na część przenoszoną przez 
kolumny i część przenoszoną przez zbrojenie i słaby 
grunt. W kolejnym kroku wyznaczane są siły i od-
kształcenia w zbrojeniu. Cała konstrukcja to układ prze-
strzenny z wieloma interakcjami elementów  systemu. 
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W celu wyznaczenia sił i odkształceń zbrojenia układ 
przestrzenny redukuje się do jednowymiarowego. 
Zbrojenie modelowane jest jako izotropowa membrana 
(Gajewska i Gajewski, 2019a). Obciążenia przekazy-
wane na zbrojenie i słaby grunt między kolumnami są 
zbierane, a na jednowymiarowej membranie jest obcią-
żenie ekwiwalentne. Jego rozkład może być różny. Na 
rysunku 1 przedstawiono go symbolicznie jako funkcję 
ρ~(x). Trzy powszechnie stosowane rozkłady to: trójkąt-
ny (DGGT, 2011), równomiernie rozłożony (BS8006-
-1:2010) i odwrotny trójkątny (Van Eekelen i Brugman, 
2016). Membrana spoczywa na podłożu sprężystym
o stałej K, ekwiwalentnej do współczynnika sztywno-
ści podłoża k (Van Eekelen, 2015).

MATERIAŁ I METODY

W celu znalezienia sił wewnętrznych w zbrojeniu 
rozwiązano zadanie rozciągania jednowymiarowej 
membrany z układem współrzędnych tak przyjętym, 
aby wykorzystać symetrię zadania (rys. 1). Rozwiąza-
nie tego zadania istotnie różni się od rozwiązania typo-
wej membrany w ramach teorii małych przemieszczeń 
i odkształceń, gdyż w przypadku szacowania stanu 
odkształcenia rezygnuje się z założenia małych od-
kształceń, w zamian wyrażając je za pomocą wzoru na 
długość łuku. Wprowadza to do zadania nieliniowość 
relacji geometrycznych, co istotnie utrudnia znale-
zienie rozwiązania analitycznego zadania (istnieje 
ono tylko w przypadku obciążenia równomiernego). 
W związku z tym konieczne jest zastosowanie metod 
przybliżonych typu analitycznego bądź numerycznego. 
Przedstawione w tej pracy rozwiązania wykorzystują 

wcześniejsze wyniki zamieszczone m.in. w opraco-
waniu Gajewskiej i Gajewskiego (2019b). W ramach 
poszukiwania rozwiązania przybliżonego zadania roz-
ciągania izotropowej membrany zaproponowano tam 
rozwinięcie wyrażenia na długość łuku w szereg Taylo-
ra oraz rozwiązanie nieliniowego równania zgodności 
odkształceń przy zastosowaniu metod numerycznych. 
Do wykonania obliczeń symbolicznych, numerycznych 
oraz sporządzenia wykresów zastosowano program 
Wolfram Mathematica. Metodyka ta w całości jest wy-
korzystywana w niniejszym artykule. W pracy Gajew-
skiej i Gajewskiego (2019b) przeanalizowano wpływ 
liczby wyrazów szeregu na dokładność uzyskiwanego 
rozwiązania, wskazując, że już przy 15 wyrazach sze-
regu uzyskuje się zadowalającą dokładność określania 
ugięć, odkształceń i sił wewnętrznych w membranie. 
Wobec tego w celu znalezienia rozwiązań przedsta-
wionych dalej przykładów wyrażenie na długość łuku 
rozwinięto w szereg Taylora o 15 wyrazach.

Do analizy zachowania membrany wybrano zada-
nie opisujące eksperyment w skali naturalnej (Almei-
da, Ehrlich, Spotti i Marques, 2007; Almeida, Marques, 
Almeida i Mendonca, 2008). Przekrój i widok z góry 
stanowiska badawczego pokazano na rysunku 2. Roz-
staw kolumn zwieńczonych kwadratowymi czapkami 
o boku 0,8 m wynosi 2,5 m. Przed ułożeniem zbroje-
nia geosyntetycznego pomiędzy kolumnami wykona-
no jednometrowy wykop.

Czas obciążenia nasypem wynosił 188 dni. Nasyp 
wykonano z gruntu o ciężarze objętościowym rów-
nym 18 kN·m–3. W przeprowadzonych badaniach (Al-
meida i in., 2007, 2008) wykazano, że grunt nasypu 
charakteryzuje się następującymi parametrami: średni 

Rys. 1. Membrana modelująca zbrojenie warstwy transmisyjnej
Fig. 1. A membrane modeling the reinforcement of the load transfer platform
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kat tarcia wewnętrznego φ = 43° i średnia spójność 
c = 18,9 kPa. W modelach obliczeniowych przyjęte 
jest założenie, że grunty nasypu są niespoiste. Do ce-
lów projektowych spójność jest pomijana. Jednak do 
analizy zachowania membrany uwzględniono wpływ 
spójności. Przyjęto zastępczy kąt tarcia wewnętrznego 
i stosując model CA (Van Eekelen i in., 2013), oszaco-
wano obciążenie zastępcze qav = 16 kPa. Do zbrojenia  
użyta była geosiatka, dla której sztywność przy 1,5% 
odkształceniu po 188 dniach od wbudowania wynosiła 
1615 kN·m–1 (Van Eekelen, 2015).

W tabeli zestawiono wyniki pomiarów odkształ-
ceń zbrojenia na skraju kolumny (czapki) i między 
kolumnami.

W analizach zachowania membrany modelującej 
zbrojenie przyjęto 11 rozkładów obciążenia zastęp-
czego ρ~(x), zmieniając parametr δ w funkcji:

 ( )
( )( )2 1 2

2

2

av
Lq x

p x
L

δ δ− +

=

gdzie:
qav – ekwiwalentne obciążenie membrany [kPa],
δ – współczynnik określający rozkład obciążenia [-],
L – odległość w świetle między kolumnami [m].

Parametr δ był zmienny w zakresie od 0 do 1. Dla 
δ = 0 obciążenie przyjmuje rozkład odwrotny trój-
kątny, dla δ = 0,5 rozkład równomierny, a dla δ = 1 
rozkład trójkątny. Na rysunku 3 pokazano wszystkie 
analizowane rozkłady obciążenia dla połowy rozpię-
tości między kolumnami (punkt x = 0 oznacza środek 
rozpiętości membrany, podczas gdy przy x = L / 2 
membrana jest podparta przez kolumnę).

Rys. 2. Schemat stanowiska badawczego w skali naturalnej wraz z rozmieszczeniem wybranych czujników przemiesz-
czeń (numeracja czujników jak w eksperymencie) na podstawie Almeida i in. (2007, 2008)

Fig. 2. Scheme of full scale research stand with the arrangement of selected strain sensors (sensor numbering as in the 
experiment) on the basis of Almeida et al. (2007, 2008)

Tabela.  Wybrane wyniki pomiarów odkształcenia zbrojenia w eksperymencie zaprezentowanym w publikacjach Almei-
dy i in. (2007, 2008)

Table.  Selected measurement results of reinforcement strains in experiment presented in publications by Almeida et al. 
(2007, 2008)

Na krawędzi czapek
On the edge of the caps

Pomiędzy kolumnami (czapkami)
Between the columns (caps)

ε1 ε2 ε3 ε6 ε10

2,05% 1,73% 1,50% 1,50% 1,36%
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Dla wszystkich analizowanych rozkładów wyzna-
czono funkcje sił i odkształceń zbrojenia, funkcje kąta 
obrotu i krzywe ugięcia. Poza wyznaczonymi funkcja-
mi dla danych modelujących eksperyment wykonano 
analizę parametryczną w celu ustalenia wpływu od-
poru podłoża i sztywności zbrojenia na zachowanie 
membrany.

WYNIKI I DYSKUSJA

Dla założonych danych obliczono odkształcenia zbro-
jenia. Na rysunku 4 pokazano wyznaczone wartości 
odkształcenia membrany dla przyjętych danych na tle 

średniego pomierzonego w eksperymencie odkształ-
cenia na skraju czapki (rys. 4a) i w połowie rozpię-
tości pomiędzy kolumnami (rys. 4b), wyliczonego 
na podstawie dostępnych wyników badań (porównaj 
tabelę). Widać, że uzyskano dość dobrą zgodność wy-
ników obliczeń ze średnią z pomierzonych odkształ-
ceń. W każdym przypadku odkształcenia są większe 
od pomierzonych. Najlepszą zgodność z pomiarami 
uzyskano dla obciążenia o δ = 0, czyli dla rozkładu 
odwrotnego trójątnego. Van Eekelen (2015) także 
wykazała, że w przypadku tego eksperymentu spo-
śród analizowanych przez nią rozkładów: odwrotnego 
trójkątnego, równomiernego i trójkątnego, najlepszą 

Rys. 4. Odkształcenia membrany na tle średniego odkształcenia wyznaczonego z pomiarów zaprezentowanych w publika-
cjach Almeidy i in. (2007, 2008): a – na skraju kolumny (czapki), b – w połowie rozpiętości pomiędzy kolumnami

Fig. 4. Strains of the membrane against the average strain determined from the measurements presented in publications by 
Almeida et al. (2007, 2008): a – at the edge of the column (cap), b – at the middle of clear space between columns

a

Rys. 3. Analizowane rozkłady obciążenia zastępczego w zależności od parametru δ dla połowy rozpiętości między kolum-
nami

Fig. 3. Analyzed equivalent load distributions depending on the δ parameter for half clear space between columns

b
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zgodność z pomiarami uzyskuje się przy zastosowaniu 
rozkładu odwrotnego trójkątnego.

Na rysunku 5 pokazano zachowanie membrany 
w zależności od rozkładu obciażenia i wpółczynnika 
sztywności podłoża k. W przypadku gdy k = 0, mak-
symalne ugięcie membrany jest najwieksze w środku 
rozpiętości pomiędzy kolumnami. Wraz ze wzrostem 
współczynnika k można zaobserwować zmianę cha-
rakteru funkcji ugięcia membrany w zależności od 
rozkładu obciążenia.

W analizowanym przypadku dla k = 25 kN·m–3 
uwidocznia się charakterystyczne przegięcie krzy-
wej ugięcia (rys. 5b) dla dwóch rozkładów przy δ = 0 
i δ = 0,1. Maksymalne ugięcie membrany nie wystę-
puje już w środku rozpiętości (x = 0), tylko przesuwa 
się w stronę kolumny. Maksymalnemu ugięciu odpo-
wiada zerowy kąt obrotu membrany (rys. 6b). Wraz ze 
wzrostem wartości współczynnika sztywności k prze-
sunięcie ekstremum krzywej ugięcia występuje dla 

rozkładów reprezentowanych przez kolejne wartości δ. 
W przypadku większych wartości współczynnika k 
(50 i 75 kN·m–3) widoczne jest wyraźnie uwypukle-
nie krzywej ugięcia w przypadku rozkładów dla δ = 0, 
δ = 0,1, δ = 0,2. Podobne zachowanie zbrojenia zaob-
serwowali Briançon i Simon (2012) w eksperymencie 
w skali naturalnej, gdzie w podłożu znajdował się grunt 
o znacznej wartości współczynnika sztywności k.

Gdy k = 0 kN·m–3, membrana ugina się maksymal-
nie w środku rozpiętości niezależnie od rozkładu ob-
ciażenia zastępczego. Wraz ze wzrostem parametru k 
dla wybranych rozkładów obciążenia zmienia się cha-
rakter krzywej ugięcia membrany. Dla k = 75 kN·m–3 
maksymalne ugięcie membrany pod obciążeniem 
reprezentowanym przez δ = 0 jest dla x = 0,44, pod 
obciążeniem reprezentowanym przez δ = 0,1 jest dla 
x = 0,4, pod obciążeniem reprezentowanym przez 
δ = 0,2 jest dla x = 0,35 i pod obciążeniem reprezento-
wanym przez δ = 0,3 jest dla x = 0,25.

Rys. 5. Krzywe ugięcia membrany dla różnych rozkładów obciążenia zastępczego i dla różnych wartości sztywności 
podłoża k

Fig. 5. Membrane deflection curves for different equivalent load distributions and different subgrade reaction values k

a b

c d
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Dla k = 0 kN·m–3 krzywe kąta obrotu membrany 
dla wszystkich analizowanych rozkładów przecina-
ją się niemal w jednym punkcie dla x ≈ 0,7. Wraz ze 
zmianą sztywności zbrojenia lub wielkości obciążenia 
wartość kąta obrotu membrany w tym punkcie zmniej-
sza się lub zwiększa, lecz nadal dla wszystkich roz-
kładów obserwuje się punkt przecięcia krzywych kąta 
obrotu dla x ≈ 0,7.

Na rysunkach 7 i 8 pokazano siłę w membranie 
i odkształcenie dla x = L / 2 (przy krawędzi) w zależ-
ności od rozkładu obciążenia dla różnych wartości 
współczynnika sztywności podłoża k. Dla k = 0 naj-
mniejsza siła i najmniejsze odkształcenie odpowiada 
δ = 0. Dla k = 50 kN·m–3 najmniejsza siła i najmniej-
sze odkształcenia na skraju kolumny jest dla δ = 0,2, 
a dla k = 75 kN·m–3 jest dla δ = 0,3. Na wykresach 
tych manifestuje się nieliniowość rozważanego zada-
nia przy znacznych sztywnościach gruntu.

Na rysunku 9 przedstawiono zależność ugięcia 
membrany w osi pomiędzy kolumnami i siły T dla 
różnych wartości współczynnika sztywności podłoża 
k i dla różnych rozkładów obciążenia. Porównując po-
szczególne wykresy sporządzone dla δ ∈ [0, 1], moż-
na zauważyć, że zwiększanie współczynnika sztyw-
ności podłoża k zmniejsza wartość siły normalnej 
oraz zmienia charakter wykresu. Przy k = 50 kN·m–3 
funkcja zmienia się z monotonicznej (dla k = 0 kN·m–3 
i k = 25 kN·m–3) w funkcję, która z malejącej przecho-
dzi w rosnącą i osiąga minimum nie na granicy prze-
działu, ale dla δ = 0,2 przy k = 50 kN·m–3 i δ = 0,3 przy 
k = 75 kN·m–3.

Analizując krzywe odkształceń membrany 
(rys. 10), można zauważyć, że dla wszystkich analizo-
wanych rozkładów największe odkształcenia membra-
ny są przy głowicy kolumny (x = 0,85), a najmniejsze 
w połowie rozpiętości pomiędzy kolumnami (x = 0). 

Rys. 6. Kąt obrotu membrany dla różnych rozkładów obciążenia zastępczego i dla różnych wartości współczynnika 
sztywności podłoża k

Fig. 6. Membrane rotation angle for different equivalent load distributions and different values of the subgrade reaction k

a b

c d
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Rys. 7.  Siła rozciągająca w membranie przy krawędzi kolumny dla różnych wartości parametru δ definiującego rozkład obcią-
żenia zastępczego i różnych wartości współczynnika sztywności podłoża k

Fig. 7. Tensile force in the membrane at the column edge for different δ values defining the equivalent load distribution and 
different values of the subgrade reaction k
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Rys. 8. Odkształcenia membrany przy krawędzi kolumny dla różnych wartości parametru δ definiującego rozkład obciążenia 
zastępczego i różnych wartości współczynnika sztywności podłoża k

Fig. 8. Membrane strains at the column edge for different δ values defining the equivalent load distribution and different val-
ues of the subgrade reaction k

Rys. 9.  Zależność ugięcia membrany 
i siły w połowie rozpiętości 
pomiędzy kolumnami (x = 0) 
dla różnych wartości parame-
tru δ definiującego rozkład 
obciążenia zastępczego i róż-
nych wartości współczynnika 
podatności podłoża k

Fig. 9.  Relationship of membrane 
deflection and the force in the 
middle of the span between 
columns (x = 0) for different δ 
values defining the equivalent 
load distribution and different 
values of the subgrade reac-
tion k
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Dla k = 0 kN·m–3 dla rozkładu zastępczego obciąże-
nia reprezentowanego przez δ = 0 (rozkład odwrotny 
trójkątny) odkształcenia membrany są najmniejsze, 
następnie rosną wraz ze wzrostem parametru δ, a dla 
obciążenia o δ = 1 (rozkład trójkątny) odkształcenia 
są największe. Jednak dla większych wartości współ-
czynnika sztywności podłoża k najmniejsze odkształ-
cenia membrany są dla rozkładu obciążenia zastępcze-
go o δ = 0,3 (por. rys. 10b), dla którego odnotowano 
najmniejszą wartość siły T.

Wraz ze zmianą sztywności membrany charakter 
zachowania membrany nie ulega zmianie w stosunku 
do pokazanego na rysunkach 5a i 6a. Membrana ugina 
się najwięcej w środku pomiędzy kolumnami. Maksy-
malne ugięcie membrany dla x = 0 jest najmniejsze dla 
δ = 0 i rośnie wraz ze wzrostem tego parametru. Wraz 
ze wzrostem sztywności maleje ugięcie mem brany 
dla wszystkich rozkładów obciążenia i zmniejsza się 
zakres zmienności maksymalnego ugięcia w zależno-
ści od rozkładu obciążenia (rys. 11). Jednak dla każ-

a b

Rys. 10. Krzywe odkształcenia membrany dla różnych rozkładów obciążenia zastępczego reprezentowanego przez para-
metr δ: a – dla k = 0 kN·m–3, b – dla k = 75 kN·m–3

Fig. 10. Membrane strain curves for different equivalent load distributions represented by parameter δ: a –  for k = 0 
kN·m–3, b – for k = 75 kN·m–3

Rys. 11. Ugięcie membrany w połowie rozpiętości pomiędzy kolumnami (x = 0) w funkcji parametru δ definiującego roz-
kład obciążenia zastępczego i różnych wartości sztywności membrany J

Fig. 11. Membrane deflection in the middle of the span between columns (x = 0) as a function of the parameter δ defining 
the equivalent load distribution and different values of membrane stiffness J
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dej z analizowanych sztywności osiowej zbrojenia, 
przy danej sztywności zbrojenia, najmniejsze ugięcie 
membrany od obciążenia o δ = 0 jest ok. 45% mniej-
sze od największego ugięcia od obciążenia o δ = 1.

PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono charakter pracy membrany 
modelującej zbrojenie warstwy transmisyjnej nasypu 
w funkcji rozkładu obciążenia modelującego oddzia-
ływanie od nasypu (parametr δ), w funkcji sztywno-
ści podłoża gruntowego pomiędzy kolumnami oraz 
w funkcji sztywności zbrojenia. Dla wybranych roz-
kładów charakter ugięcia membrany jest zbieżny z za-
chowaniem zbrojenia obserwowanym w badaniach 
w skali naturalnej. Wartości odkształcenia odniesiono 
do wyników badań eksperymentalnych przy założeniu 
braku oddziaływania gruntu pomiędzy kolumnami 
(k = 0). W tym przypadku najmniejszy błąd odwzo-
rowania odkształceń uzyskano przy odwrotnym trój-
kątnym rozkładzie obciążenia, potwierdzając wnioski 
m.in. z pracy Van Eekelen (2015). Podkreślić jednak 
należy, że wniosek ten nie musi być prawdziwy po 
uwzględnieniu odporu od gruntu pomiędzy kolumna-
mi (zwłaszcza o znacznej wartości). W opracowaniu 
pokazano, że zwiększanie sztywności gruntu istotnie 
zmienia charakter funkcji ugięcia, odkształcenia i siły 
normalnej w membranie.
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THE EFFECT OF THE EQUIVALENT LOAD DISTRIBUTION ON THE BEHAVIOUR 

OF A MEMBRANE MODELLING THE REINFORCEMENT OF A LOAD TRANSFER 

PLATFORM

ABSTRACT

The distribution of the equivalent load in the analysis of the reinforcement of an embankment load transfer 
platform on a soft soil reinforced with columns has an impact on the behaviour of the membrane modelling 
this reinforcement. Depending on the calculation model, triangular, uniform and inverse triangular distribu-
tions are commonly used. The paper analyses the behaviour of the membrane under the influence of 11 differ-
ent load distributions. For all distributions, deflection curves and diagrams of tensile forces, deformation and 
the angle of rotation of the membrane were determined for the task of modelling the full-scale experiment. 
An analysis of the influence of the subgrade reaction modulus (k value) of the soft soil between the columns 
and the reinforcement stiffness on the membrane behaviour was also carried out. It was found that the adop-
tion of one of the load distributions as suitable in every design situation is not always justified. As a result 
of the analyses, it has been shown that increasing soil stiffness (k value) significantly changes the nature of 
the function of deflection, deformation and normal force in the membrane, and this change depends on the 
distribution of the equivalent load.

Key words: rigid columns, load transfer platform, reinforcement of a load transfer platform, reinforcement 
behaviour, isotropic membranes


