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STRESZCZENIE

W pracy wyznaczone zostaly czgstosci drgan wlasnych wspornikowego stupa o zmiennym przekroju po-
przecznym, wykonanego z jednorodnego materiatu sprezystego. Rozwiazania otrzymano metoda macierzy
sztywnosci, przyblizajac w sposob inzynierski ciaglta zmiang przekroju poprzecznego na zmiany skokowe.
Otrzymane czgstosci drgan wiasnych poréwnano z wynikami otrzymanymi metoda Rayleigh’a. Wykazano,
iz stosunkowo proste obliczenia inzynierskie juz przy niewielkiej liczbie elementow podziatu daja wyniki
satysfakcjonujace pod wzgledem zastosowan inzynierskich.

Stowa kluczowe: czgstos¢ drgan wiasnych, zmienny przekrdj poprzeczny, macierz sztywnosci

WSTEP

Czestos¢ drgan wiasnych odgrywa kluczowa rolg pod-
czas projektowania konstrukcji inzynierskich szcze-
goblnie w przypadku stupdw, masztow, komindw itp. Ze
wzgledoéw inzynierskich wptyw drgan na konstrukcje
powinien by¢ uwzgledniany przy sprawdzaniu stanu
granicznego uzytkowalnosci. W literaturze jest wiele
metod pozwalajacych wyznaczy¢ czgstosci drgan
wiasnych konstrukcji. Bardzo ciekawe sa zawsze
wyniki $ciste, do ktérych mozna odnosi¢ otrzymane
rozwigzania przyblizone, a wsrod nich np. metody
oparte na metodzie funkcji Greena (Szewczyk, Kukla
1 Zamojska, 2007) czy tez $ciste rozwiazania rownania
Eulera—Bernoulliego (Naguleswaran, 1994). Istnie-
ja rowniez liczne metody przyblizone, a wsrdd nich
metody numeryczne, ktorymi zajmowat si¢ m.in. Ca-
runtu (2009), wyznaczajac czestosci drgan wiasnych

belek o zmiennym przekroju poprzecznym. Metoda
Rayleigh’a wyznaczania czgsto$ci drgan wlasnych
slupow o zmiennym przekroju poprzecznym zajmo-
wali si¢ np. Bagdasaryan, Chalecki, Gierasimiuk,
Jaworski 1 Szlachetka (2018). Celem niniejszej pracy
jest wykazanie, iz rozwiazania otrzymane inzynier-
ska metoda zamiany obliczen shupa o ciaglej zmianie
przekroju poprzecznego na obliczenia stupa o skoko-
wo zmiennym przekroju daja wyniki satysfakcjonuja-
ce pod wzgledem zastosowan inzynierskich juz przy
niewielkiej liczbie elementow podziatu.

MATERIAL | METODY

W pracy rozwazono jednostronnie utwierdzony shup
o zmiennym przekroju poprzecznym w ksztalcie $cig-
tego stozka (rys. 1). Zatozono dla niego gesto§¢ masy
(p,) oraz modut odksztatcenia podtuznego (E,).

* Due to complexity of the article text was formatted in one-column page style.
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Rys. 1. Schemat rozpatrywanego stupa o zmiennym przekroju poprzecznym
Fig.1. Diagram of the considered pole with variable cross-section

W dalszej czgsci rozpatrzono pigé przypadkow po-
dziatu rozpatrywanego stupa na jedna, dwie, trzy, czte-
ry oraz pi¢¢ czesci o rownych dhugosciach i o statym,
kotowym przekroju poprzecznym (rys. 2), przyjmujac
promienie wyznaczonych czeéci jako warto$¢ Srednia
z dhugos$ci podziatu. Masy pretow zostaty uwzglednia-
ne, dlatego tez stosuje si¢ tzw. metodg ,,przez sztyw-
no$¢” nazwang w pracy metoda macierzy sztywnosci.
Macierze sztywno$ci dla wybranych stupéw otrzyma-
no, stosujac metodg przemieszczen.

Wariant 1 - stup o statym przekroju
poprzecznym

Dla stupa z rysunku 2a wyznaczono niezbgdne do ob-
liczen wielkoSci:

z(5") ‘
J = () =Z@§j =0,032475°";

2

W=p, A4 =p, -ﬂ-(ﬁf)z =P, n(%5j =0,3670,5".

T e T e L

Rys.2. Schemat wariantow uproszczonych o stalym przekroju poprzecznym: a — podzial na jedna czg$¢; b — podziat na
dwie czg$ci; ¢ — podzial na trzy czgséci; d — podzial na cztery czesci; e — podzial na pigc czgsci

Fig.2. Diagram of simplified variants with constant cross-section: a — division into one part; b — division into two parts;
¢ — division into three parts; d — division into four parts; e — division into five parts
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Zatozono dalej EJ! = EJ, ul = p. e
Dla catego stupa wyznaczono parametr v, = 6v, gdzie v = é‘;‘f /2;] .

Ze wzgledu na konieczno$¢ wprowadzenia niewiadomej metody przemieszczen rozpatrywany stup przedsta-
wiono jako schemat utwierdzenie—podparcie (niewiadomy przesuw swobodnego konca stupa).
Macierz sztywno$ci ma w tym wypadku prosta postac

1+ coshvcosv

M =[0,0046 7'(6v)], gdzie x'(v)=v" '
[ Z( V)} gazie Z(V) v coshvsiny —sinhv cosv

Warunkiem wyznaczenia czgsto$ci drgan wiasnych jest zerowanie si¢ wyznacznika macierzy sztywnosci, co
prowadzi tutaj do wyznaczenia rownania 0,0046%'(6v)=0.

Wariant 2 - podziat stupa na dwie czesci
Dla stupa z rysunku 2b wyznaczono niezbgdne do obliczen wielkosci:

4 4
J? = _Z(4s =0,102475*;
4\5

z(82)' !
22T 729G oosamss
2 4\s

Przy zalozeniu E J}= EJ mamy E.J;= 0,063EJ.

2
@=p, & =p 7 () =p, ﬂ( 5) =0,6470,6";

wmiNn wn| A

2
f=p A =p n(5) =p, ﬂ( 5) =0,1670,6°;

Analogicznie przy zatozeniu x* = 4 mamy z5= 0,25.
Dla poszezegolnych czeéei stupa wyznaczono parametry v = 3v oraz v; = 4,2v.

W przypadku podziatu stupa na dwie czg$ci o statych przekrojach macierz sztywno$ci ma postaé

[0,333a(3v)+0,021"(4,2v)  —0,1118(3v) +0,0078"(4,2v)
| =0,11189(3v) +0,0078"(4,2v) 0,037y (3v)+0,002y"(4,2v) |

gdzie:
coshvsinv —sinhv cosv " , —sinhvsinv
(v)=v ; §"(v)=y? VSV
1—coshvcosv 1+ coshvcosv
" sinhv cosv —coshvsinv ; coshvsinv +sinhvcosv
a"(v)=v ; y(v)=v ;
1+ coshvcosv 1—coshvcosv
, sinhvsiny " ; sinhvcosv +coshvsiny
B(v)=y? SmRVSIV_ y(v)=-v :

b
1—coshvcosv 1+ coshvcosv
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Wariant 3 - podziat stupa na trzy czesci
Dla stupa z rysunku 2¢ wyznaczono niezbgdne do obliczen wielkos$ci

(6 4
J = () =f(§5] =0,141075%;
4 45
z(83) 4
J = (%) =f(§5j =0,032475*;
4 45
4
(6 4
Ji= () =£(15 =0,003175".
4 43

Przy zatozeniu E J; = EJ mamy E,J; =0,230EJ oraz E,J; =0,021EJ.
, R 3\2 13.Y 2
W =p, -4 =,0S-7r-(51) =0, T Eé‘ =0,7517p,67;
3 3 3)? 3.) 2
u, =p, -4 =,0S-7r-(52) =0, T §§ =0,360770,0";
3 3 3)? 1Y 2
u,=p, - A4 =,0S-7r-(53) =0, T 55 =0,1117m0,6".

Analogicznie przy zatozeniu u} = u otrzymujemy 5 = 0,484 oraz i = 0,154
Dla poszezegolnych czgéei stupa wyznaczono parametry: v3 = 2v, v3 = 2,4v oraz vi = 3,3v.

W przypadku podziatu stupa na trzy czgsci o statych przekrojach macierz sztywno$ci ma postaé

[ 0,50(2v)+0,1150(2,4v) 0,1158(2,4v) ~0,0585(2,4v) -0,2509(2v) +0,0588(2,4v) |
Mo 0,1158(2,4v) 0,115¢(2,4v)+0,012¢¢"(3,3v)  0,0058"(3,3v)—0,058%(2,4v) 0,0585 (2,4v)
~0,0585(2,4v) 0,00589"(3,3v) - 0,05859(2,4v) 0,029y (2,4v)+0,003y"(3,3v) 0,029 (2,4v) ,
| -0,2509(2v) +0,0585(2,4v) 0,0585(2,4v) ~0,029¢ (2,4v) 0,125y (2v) +0,029y (2,4v) |

gdzie:
,B(V) —y sinhv —siny

1-coshvcosv’

coshv —cosv
S(v)=y? SOV ZCosV
1—coshvcosv

5 sinv +sinhv
e(v)zv _
1—coshvcosv
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18 (3),

Wariant 4 - podzial stupa na cztery czesci
Dla stupa z rysunku 2d wyznaczono niezbgdne do obliczen wielkosci:

z(54) 4
Ji= (%) =f(i5j = 0,164075";

4 4\10
4
(o) 4
Jt= %) _z 75| =0,060075%;
4 410
4
(8 4
Jt = (%) _= 25| =0,015675%;
4 4\10
4
(o) 4
Jt= (%) _= 3 5] =0,002078".
4 410

Przy zatozeniu E,J; = EJ mamy: E,J; = 0,366EJ, EJ; = 0,095EJ oraz E,J; = 0,012EJ.
y | 522 sY3 Y4

2
wi=p A=p 7(6) =p, .”.(%5) =0,8170,5;

w=p-A=p -m(8) =p 7

(
ps.ﬂ.(
(

wo=p A=p -m (8

pi=p - Ai=p -m(8) =p 7

Analogicznie przy zatozeniu u] = u otrzymujemy: x5 = 0,605, 13 = 0,309 oraz ;= 0,111p.
Dla poszezegolnych cze$ei stupa wyznaczono parametry: vi = 1,5v, vi = 1,7v, v§ = 2,0v oraz vj = 2,6v.

W przypadku podziatu stupa na cztery czgsci o statych przekrojach macierz sztywnosci ma postac¢

M=[m, | dlaij=1,2,3,4,5,6,
gdzie:
my; =0,667c(1,5v)+0,244c(1,7v); my, =0,2445(1,7v); m; =0;
my, =—0,4448(1,5v) +0,1638(1,7v); my; =—0,1635 (1,7v); m, = 0;
My =0,2440(1,7v) + 0,063 (2v); myy =0,0638(2v); my, =0,1635(1,7v);
Mys ==0,1638(1,7v) +0,04289(2v); m,, =—0,0425 (2v');
my, =0,063c(2v)+0,0082"(2,6v); my, =0; my, =0,0425(2v);
My, =—0,04209(2v) +0,0058"(2,6v); m,, = 0,296y (1,5v) + 0,108y (1,7v);
Mg ==0,108¢(1,7v); my, =0; my, = 0,108y (1,7v) + 0,028y (2v); my, =—0,028¢ (2v);
Mg, = 0,028 (2v)+0,004y"(2,6v) oraz m, = my, dla i, j=1,2,3,4,5, 6.
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Wariant 5 - podziat stupa na piec czesci
Dla stupa z rysunku 2e wyznaczono niezbgdne do obliczen wielkosci:

z(5°)
JS = () =%(0,925)“=0,17977z54;

Ji= - %(0, 765)" = 0,083475";

7
JS = ( =Z(0,65)4 =0,032470";
4

4
JS = ) . %(0,445)4 =0,009475";

(

4
JE= ) . %(0,285)4 =0,001575".

N

Przy zatozeniu E,J; = EJ mamy: E,J; = 0,466EJ, E.J; = 0,181EJ, E,J; = 0,052EJ oraz E,J; = 0,008E..

2 2

w=p, A& =p, -7 (8) =p,-7-(0,925) =0,846470,5%;
W=p, A4 =p, 7r(525 )2 = p, -m-(0,765)" =0,577670,8°;
K=p L =p -7-(5) =p, -7(0,65) =0,36m08

1=p, A =p m-(6) =p, -7(0,448) =0,193670,5;
W=p A=p 7-(8) =p 7(0,285) =0,078470,8".

Analogicznie przy zatozeniu x; = otrzymujemy: x5 = 0,682, 13 = 0,425u, 13 = 0,229 oraz xi = 0,093p.
Dla poszczegolnych czesci stupa wyznaczono parametry: vi = 1,2v, v3 = 1,3v, v; = 1,5v, v = 1,7v oraz vi = 2,2v.

W przypadku podziatu stupa na pig¢ czgsci o statych przekrojach macierz sztywnosci przyjmie postaé

M=[m, ]| dlaij=1,2,34,5.67,8,
gdzie:
m,, =0,833c(1,2v) +0,388¢(1,3v); my, =0,3885(1,3v); my, =0; m,, =0;

s =—0,69409(1,2v) +0,32409(1,3v): my, =—0,3248 (13v); my, = 0; m = 0;

myy =0,388¢2(1,3v) +0.151a(1,5v); my, =0,1518(L5v); my, = 0; mys =0,3248 (1,3v);
iy, =—0,3248(1,3v) + 0,1268(1,5v); my, =—-0,1265(1,5v); myg = 0;

my, =0,151a(1,5v) +0,043¢(1,7v); my, =0,0438(1,7v); my; =0; my, =0,1265(1,5v);
myy =—0,12609(1,5v) +0,036(1,7v): my, =—0,0365(1,7v);

my, =0,0430(1,7v) +0,007a"(2,2v); mys = 0; my, =0; my, =0,0365 (1,7v);

s = —0,0365(1,7v)+0,0068"(2,2v); my, = 0,579y (1,2v)+0,270y (1,3v);

myg ==0,270&(1,3v); mg; =0; mg = 0; mg = 0,270y (1,3v) + 0,105y (1,5v);
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mg, ==0,105¢(1,5v); mg =0; m,; =0,105y(1,5)+ 0,030y (1,7v); m,, =—0,030¢(1,7v);
mg =0,030y(1,7v) +0,005y"(2,2v) oraz m;=my, dlai,j=1,2,3,4,5,6,7,8.

WYNIKI

W wyniku obliczen numerycznych otrzymano trzy pierwsze czestos$ci drgan wiasnych dla kazdego z rozpatry-
wanych wariantoéw. Wyniki otrzymano za pomoca programu Mathematica.

Wariant 1
Trzy pierwsze miejsca zerowe wyznacznika przyjmuja wartosci:

v, =0,313;
v, =0,782;
vl =1,300.

Zatem trzy pierwsze czgstosci drgan wilasnych to:

E - 2475* E
a)(l)l _ (V(l)l )2 EJ4 — 0’3132 s 0,03 27[54 — 0’029 32 ;
uo 0,3670,0" -0 yox)
2 | EJ E,
[0(1)2 = (l/é2 ) Iu54 = 0,183 ,0352 5

E
), =(vh) BT o514 | B
uo p,0
Wariant 2

Trzy pierwsze miejsca zerowe wyznacznika macierzy sztywnos$ci przyjmuja wartosci:
ve, = 0,380;
vi, = 0,646;
vi; = 1,531.

Zatem trzy pierwsze czestosci drgan wlasnych to:

E_-0,102475* E
wglz(vgl)z EJ4 =0,380% [ 0,10 2”54 =0,058 |——;
uo 0,6470.0" -8 p.0
EJ

2 2 \? E,
a)02=(V02) us" =0,167 ps5z’
E
ot =) [ =09 [ B
us po
Wariant 3
Trzy pierwsze miejsca zerowe wyznacznika macierzy sztywnos$ci przyjmuja wartosci:
vg, = 0,390;
v, = 0,652;
ve; = 1,512.
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Zatem trzy pierwsze czgstosci drgan wlasnych to:

E, -0,141075" E
o, =(vs,) BT o 3907 | Lo 14100 02”54 = 0,066, [—;
0,75170,6% - &

us* PS>
2 | EJ E
oy, =(va)) s =0,991 pSSZ'

Wariant 4

Trzy pierwsze miejsca zerowe wyznacznika macierzy sztywnos$ci przyjmuja wartosci:
ve = 0,407;

v, = 0,681;

vy = 1,002.

Zatem trzy pierwsze czestosci drgan wlasnych to:

E_-0,164070* E
a)gl = (Vgl )2 EJ4 = 0, 4072 % = O, 075 2 > 5
y77) 0,8170,0" -0 foXe)
EJ

E
o =(vY =0,209 |—-;
02 ( 02) ﬂ54 ,05,52
E
wg} _(Vgl )2 £ =0,452 ,032'

Wariant 5

Trzy pierwsze miejsca zerowe wyznacznika macierzy sztywnoS$ci przyjmuja wartosci:
v, = 0,422;

v, = 0,695;

Vs = 1,025.

Zatem trzy pierwsze czestosci drgan wlasnych to:

E E.-0,179175" E

& =(vi) T 0,400 | L OIPIMO _ ogy | B
uo 0,84647mp .0~ -0 p.0
EJ
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PODSUMOWANIE

Cho¢ istnieje wiele metod wyznaczania czgstosci
drgan witasnych stupéw o zmiennym przekroju po-
przecznym, w tym réwniez metody $ciste, to w celach
inzynierskich uzasadnione wydaje si¢ stosowanie me-
tod przyblizonych. Otrzymane wartosci pierwszych
czgsto$ci drgan wilasnych porownano z warto$ciami
otrzymanymi inng metoda przyblizona, tj. metoda
Rayleigh’a (Bagdasaryan, Chalecki, Gierasimiuk, Ja-
worski i1 Szlachetka, 2018), wyznaczajac blad wzgled-
ny ze wzoru

R MIMS
o -0

R
1

A= -100

W tabeli podano zestawienie pierwszych czgsto-
$ci drgan wiasnych wyznaczonych metoda macierzy
sztywnosci, pierwsza czgstos¢ drgan wlasnych rozpa-
trywanego stupa otrzymang metoda Rayleigh’a oraz
obliczone btedy wzgledne.

Z wynikow przedstawionych w tabeli wynika, iz
rozwigzania przydatne do celow inzynierskich (btad
ponizej 5%) otrzymuje si¢ przy podziale stupa na
przynajmniej pig¢ przedziatow.
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Tabela. Otrzymane wyniki pierwszej czgstosci drgan wlasnych
Table. Obtained results of the first natural frequency
Podziat stupa na n czgsci
Parametr Division of pole per 7 pieces
Parameter
n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
MMS p:52
- T 0,029 0,058 0,066 0,075 0,082
2
o - |29 0,086
EY
A %] 66,3 32,6 23,3 12,8 4,7

NATURAL FREQUENCY OF A POLE WITH A VARIABLE CROSS-SECTION

ABSTRACT

In the paper natural frequencies of a pole with a variable cross-section were obtained. The pole was made
of a homogeneous, elastic material. Solutions were obtained by approximation of the continuous change of
the cross-section by changing by steps. The results are compared with the results obtained with Rayleigh’s

method.

Key words: natural frequency, variable cross-section, stiffness matrix
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