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LINIOWA ANALIZA NUMERYCZNA ZACHOWANIA SI  
GRUNTU POD FUNDAMENTEM BEZPO REDNIM PRZY 
WYKORZYSTANIU CZTEROW Z OWEGO ELEMENTU 
SKO CZONEGO Z WYG ADZONYM POLEM NAPR E

Tomasz Pasik
Wydzia  Budownictwa i In ynierii rodowiska
Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy wykonano analiz  zachowania si  gruntu pod fundamentem bezpo-
rednim z wykorzystaniem metody elementów sko czonych. Kod ród owy programu zo-

sta  napisany w j zyku Mathematica. Grunt zamodelowano jako materia  liniowo spr ysty. 
Obliczenia zosta y przeprowadzone dla trzech rodzajów stopy fundamentowej: podatnej 
g adkiej, sztywnej szorstkiej i sztywnej g adkiej. Wyniki przeprowadzonych analiz przy-
równano z wynikami oblicze  programu Midas GTS NX.

S owa kluczowe: metoda elementów sko czonych, materia  liniowo spr ysty, p aski stan 
odkszta cenia, fundament bezpo redni

WST P

Jednym z najwa niejszych etapów procesu projektowego w budownictwie jest anali-
za statyki konstrukcji. W tym celu najcz ciej stosowane s  programy komputerowe.

Obecnie powszechnie do problemów in ynierii geotechnicznej wykorzystywane s  
narz dzia, które wykorzystuj  metod  elementów sko czonych (MES), na przyk ad Mi-
das GTS NX [manual.midasuser.com], GEO5, ZSOIL, PLAXIS, ABAQUS, gdzie zamo-
delowa  mo na zachowanie si  konstrukcji (tj. skarpy, nasypu, fundamentu bezpo red-
niego i po redniego, konstrukcji oporowej czy tunelu).

Obs uga tych programów ze wzgl du na wygod  sprowadza si  do intuicyjnego 
wprowadzania geometrii, obci e , typu konstrukcji oraz parametrów materia u. Na-
st pnie wyniki s  cz sto interpretowane bez znajomo ci algorytmów i podstawowych 
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zasad rz dz cych metod  elementów sko czonych. Takie podej cie doprowadzi  mo e 
do rozwi za  nieoptymalnych, a nawet b dnych. Sk pe w informacj  na temat zasto-
sowanych procedur obliczeniowych podr czniki u ytkownika do czane do programów 
nie daj  mo liwo ci g bszego zrozumienie zastosowanych rozwi za . Pomocne w zro-
zumieniu podstaw algorytmu MES s  na przyk ad opracowania Zienkiewicza i innych 
[2013], Bhatti [2005 i 2006] oraz Bathe [2014]. Dodatkowo dla mo liwo ci praktycznych 
wicze  i korzystania z wy ej wymienionych opracowa  niezb dne s  umiej tno ci pro-

gramowania w dowolnym j zyku (np. Mathematica [Wellin 2013], Matlab, Fortran, Py-
thon czy C++), wspierane podstawami matematyki wy szej, w szczególno ci z zakresu 
algebry liniowej [khanacademy.org]. 

W wy ej wymienionych narz dziach do analiz MES dost p do kodów ród owych 
jest utrudniony, a nawet niemo liwy, co stanowi barier  w testowaniu w asnych rozwi -
za  wykraczaj cych poza standard, który oferuj . Buduje to tak e wra enie tzw. czarnej 
skrzynki, gdzie wprowadzane s  dane, i bez rozumienia zasad i procedur obliczeniowych 
otrzymywane s  wyniki.

Przedmiotem niniejszej publikacji jest prezentacja w asnego programu liniowej ana-
lizy MES dla wzorcowego przyk adu in ynierii geotechnicznej, tj. wyznaczenie rozk adu 
napr e  w o rodku gruntowym pod wp ywem obci enia fundamentem bezpo rednim.

Zaprezentowany program b dzie dobr  baz  do rozwijania o kolejne elementy: po-
cz tkowy stan napr enia, modele konstytutywne, zagadnienie kontaktu i wiele innych.

MODEL WZORCOWY

Obliczenia przeprowadzono dla p askiego stanu odkszta cenia (2D). Na rysunku 1 
przedstawiono podzia  o rodka gruntowego na elementy sko czone w dwóch wariantach 
wraz z numeracj  tych elementów i numeracj  w z ów. Rozpatrywany model ma wy-

Rys. 1.  Siatka podzia u o rodka gruntowego na elementy sko czone w programie Midas GTS 
NX: a – wariant 1, b – wariant 2

Fig. 1.  FEM Mesh for calculated model of soil halfspace in Midas GTS NX: a – option 1, 
b – option 2

a b
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miary 20 m szeroko ci i 20 m wysoko ci. Lewa kraw d  modelu jest jednocze nie osi  
symetrii uk adu obci enie – grunt.

Analizy zosta y przeprowadzone dla 3 rodzajów obci enia na d ugo ci 6 m (rys. 1): 
fundament podatny i g adki (zamodelowany jako obci enie ci g e 100 kPa),
fundament idealnie sztywny i g adki (zamodelowany jako wymuszone przemieszcze-
nie pionowe o –0,01 m bez blokady przemieszcze  poziomych),
fundament idealnie sztywny i szorstki (zamodelowany jako wymuszone przemiesz-
czenie pionowe o –0,01 m z blokad  przemieszcze  poziomych).
Wszystkie obliczenia przeprowadzono we w asnym programie napisanym w j zy-

ku Mathematica [Wellin 2013] (za cznik). Dodatkowo otrzymane wyniki przyrównano 
z wynikami z programu do analiz MES Midas GTS NX.

Wy ej wymienione analizy dla siatki z rysunku 1a, lecz dla elementów 8-w z owych, 
zosta y przeprowadzone w publikacji Pottsa i Zdravkovica [1999], co stanowi dodatkowe 
ród o porównawcze dla przeprowadzonych oblicze .

Przyj to parametry materia u: modu  Younga E = 10 MPa i liczb  Poissona v = 0,4.

ZASADA DZIA ANIA PROGRAMU – METODA OBLICZE

Na rysunku 2 przedstawiono schemat blokowy programu, który u atwia prac  nad ko-
dem ród owym. Stanowi on tak e gotowe ród o wiedzy in ynierskiej dla programisty. 
Realizacja ka dego bloku skutkuje wynikiem, który jest ród em danych dla nast pnego 
bloku.

–
–

–

Rys. 2.  Schemat blokowy programu liniowej analizy metody elementów sko czonych
Fig. 2. Flowchart of linear Finite Element Method 
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W zaprezentowanym programie siatk  MES zaimportowano z programu Midas GTS 
NX, poprzez import tablicy z wspó rz dnymi w z ów i tablicy z numerami w z ów two-
rz cych element. Wykorzystano elementy czterow z owe czworoboczne (rys. 3), dla któ-
rych funkcje kszta tu (równanie 1), wyprowadzi  mo na z interpolacji Lagrange’a.

W celu formowania siatki MES w dowolny sposób zdecydowano si  na elementy 
izoparametryczne. Dzi ki procedurze mapowania elementu sko czonego [Bhatti 2005] 
(rys. 4a) do postaci bezwymiarowej (rys. 4c), korzysta  mo na z elementów o dowolnych 
wymiarach we wspó rz dnych globalnych. Pami ta  nale y tylko, aby funkcja wypro-
wadzona z wyznacznika macierzy Jacobiego przyrównana do 0 nie przecina a obsza-
ru elementu we wspó rz dnych bezwymiarowych (rys. 4b). Taki zabieg sprowadza ca  
transformacj  uk adu do Jacobianu.

Na rysunku 4a, c umieszczono tak e punkty, które sobie odpowiadaj  w obu uk adach 
wspó rz dnych. Wystarczy skorzysta  z zale no ci:

(1) 

Rys. 3.  Element czworoboczny 4-w z owy i funkcje kszta tu
Fig. 3.  4-noded quadrilateral element and shape functions

Rys. 4.  Procedura zmiany wspó rz dnych 4-w z owego, czworobocznego elementu sko czone-
go: a – element we wspó rz dnych globalnych, b – linia zerowego Jakobianu, c – element 
we wspó rz dnych bezwymiarowych lokalnych

Fig. 4.  Mapping procedure for 4-node quadrilateral element: a – element in global coordinate 
system, b – zero Jakobian determinant line, c – element in local dimensionless coordinate 
system

a b c



Liniowa analiza numeryczna zachowania si  gruntu pod fundamentem... 19

Architectura 15 (1) 2016

x( , ) = NTxgc – wspó rz dne x w zale no ci od ,  (rys. 4a, c)
y( , ) = NTygc – wspó rz dne y w zale no ci od ,  (rys. 4a, c)
xgc = [xgc1, xgc2, xgc3, xgc4]T – wektor wspó rz dnych x w z ów (rys. 4a)  (2)
ygc = [ygc1, ygc2, ygc3, ygc4]T – wektor wspó rz dnych y w z ów (rys. 4a)
NT = [N1, N2, N3, N4] – wektor funkcji kszta tu 
Zagadnienia in ynierii geotechnicznej modeluje si  w 2D jako p aski stan odkszta ce-

nia. Na rysunku 5 zobrazowano za o enia p askiego stanu odkszta cenia.

Zale no ci na rysunku 2 stanowi  podstaw  liniowego algorytmu MES wyczerpu-
j co przedstawion  w publikacjach: Bhatti [2005], Zienkiewicza i innych [2013], Bathe 
[2014] i wielu innych.

W praktycznych przypadkach celem przeprowadzanych analiz jest wyznaczenie roz-
k adu wybranego sk adnika tensora napr e  z zale no ci  = CBTd.

Dla elementów czterow z owych czworok tnych najbardziej odpowiednim miejscem 
wewn trz elementu do obliczania warto ci napr e  jest po o enie  =  = 0 [Bhatti 
2006]. W celu wygenerowania g adkich wykresów konturowych zastosowano „algorytm 
wyg adzaj cy wykresy konturowe”, interpoluj c warto ci napr e  z pocz tku uk adu 
wspó rz dnych elementu do w z ów (równania 3 i 4).

Dla elementu:

W(e)s = V(e)  (3)

gdzie: 1 1( )
1 1 det( ) ,e T T

A
W N NdA N N d dJ

1 1( )
1 1 det( ) ,e

e e
A

v s NdA s N d dJ

Rys. 5.  Warunki p askiego stanu odkszta cenia dla przyk adu wa u przeciwpowodziowego pod-
danego parciu wody i redukcja tensora napr enia do p askiego stanu

Fig. 5.  Plane strain condition: dike subjected to water pressure and reduction of stress tensor to 
2D condition 
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s – wektor wyinterpolowanych warto ci w w z ach elementu,
se – wyliczona warto  np. napr enia w pocz tku uk adu wspó rz dnych  =  = 0.

Dla ca ego uk adu procedura czenia elementów jest analogiczna do procedury budo-
wy globalnej macierzy sztywno ci (kG) i wektora przemieszcze  w z owych (rG):

WGS = VG => S = WG
–1VG  (4)

gdzie: S – wektor napr e  dla wszystkich w z ów w rozpatrywanym modelu.
Na rysunku 6 przedstawiono wykresy konturowe napr e  stycznych ( xy) wykre lone dla 

ró nych punktów. Dla rekomendowanej lokalizacji (  =  = 0) brak jest informacji na temat 
znacznego obszaru o rodka gruntowego (rys. 6a). Wykres (rys. 6b) jest obarczony b dem, po-
niewa  punktami oblicze  by y w z y z lewej strony elementów (w z y 1 i 4 – rys. 3). Rysunek 
6c przedstawia wykres konturowy z zastosowaniem „algorytmu wyg adzaj cego”. „Algorytm 
wyg adzaj cy wykresy konturowe” (równania 3 i 4) umo liwia porównywanie wykresów 
konturowych z wykresami generowanymi w programie Midas GTS NX (rys. 8 i 9).

WYNIKI OBLICZE

W celu sprawdzenia poprawno ci programu wykonano analiz  stopy fundamento-
wej w 3 wariantach. Na rysunku 7 przedstawiono przemieszczenia powierzchni terenu. 
Otrzymano wyniki identyczne z wynikami analiz przeprowadzanych przez Pottsa i Zdrav-
kovica [1999]. Dodatkowo zaobserwowano typ przemieszcze  gruntu w zale no ci od 
rodzaju stopy, gdzie decyduj cy wp yw ma sztywno  stopy. 

Na rysunku 8 i 9 przedstawiono wyniki odpowiednio napr e  stycznych i najwi k-
szych napr e  g ównych dla ka dej ze stóp. Dodatkowo analizy zosta y przeprowadzo-
ne w programie Midas GTS NX dla ró nych rodzajów siatki oraz elementów. Otrzymano 
wyniki zbli one z wynikami z programu Midas GTS NX dla ró nych siatek, co wiadczy 
o poprawno ci napisanego programu. Na rysunkach 8 i 9 g ówne ró nice wynikaj  ze 
sztywno ci stopy fundamentowej. Ró nice wynikaj ce z kontaktu mi dzy stop  funda-
mentow  a gruntem dla przeprowadzonych analiz s  nieznaczne.

Rys. 6.  Wykresy konturowe xy w o rodku gruntowym dla ró nych punktów (siatka MES 1): 
a – dla punktów  =  = 0, kontury {5, 10, 15, 20} kPa, b – dla w z ów z lewej strony 
elementów 1 i 4, kontury {5, 10, 15, 20, 25} kPa, c – dla w z ów wyinterpolowanych 
z punktów  =  = 0, kontury {5, 10, 15, 20, 25} kPa

Fig. 6.  Contour plots of xy in soil medium for different data point (FEM mesh 1): a – for location 
points, contours {5, 10, 15, 20} kPa, b – for nodes located on left side of element 1 and 4, con-
tours {5, 10, 15, 20, 25} kPa, c – for nodes using algorithm of smoothed stress  eld, contours 
{5, 10, 15, 20, 25} kPa

a b c
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Rys. 7.  Przemieszczenia powierzchni terenu: a – obliczenia w asne dla elementu 4-w z owego, 
b – obliczenia Pottsa i Zdravkovica [1999] dla elementów 8-w z owych

Fig. 7.  Ground surface settlements: a – own calculation for 4 node elements, b – calculation for 
8-node elements [Potts and Zdrawkovic 1999]

a b

Program w asny – elementy czterow z owe, siatka 1 

Midas GTS NX – elementy czterow z owe, siatka 1 

Midas GTS NX – elementy czterow z owe, siatka 2 

a b c
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Midas GTS NX – elementy o miow z owe, siatka 1 

Rys. 8.  Wykresy konturowe napr e  stycznych ( xy) w o rodku gruntowy[kPa]: a – stopa g adka 
podatna, kontury {5, 10, 15, 20, 25} kPa, b – stopa g adka sztywna, kontury {–1, 0, 1, 2, 
3, 4, 5} kPa, c – stopa szorstka sztywna, kontury {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} kPa

Fig. 8.  Contour plots of tangential stresses ( xy) in soil medium [kPa]: a – smooth  exible fo-
oting, contours {5, 10, 15, 20, 25} kPa, b – smooth rigid footing, contours {–1, 0, 1, 2, 3, 
4, 5} kPa, c – rough rigid footing, contours {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} kPa

Program w asny – elementy czterow z owe, siatka 1 

Midas GTS NX – elementy czterow z owe, siatka 1 

a b c

Midas GTS NX – elementy czterow z owe, siatka 2 
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PODSUMOWANIE
Analiza numeryczna uwzgl dnia wszystkie cztery teoretyczne wymagania: równowa-

gi, ci g o ci, relacji konstytutywnych i warunków brzegowych [Potts 2003] (rys. 10a), co 
jest cenne w przypadku, gdy wymagane s  informacje dotycz ce na przyk ad przemiesz-
czenia, stateczno ci oraz wp ywu na pobliskie konstrukcje. Przewaga analiz MES nad 
innymi metodami analizy konstrukcji (np. metodami modu u podatno ci pod o a [Pasik 
i Koda 2013, Pasik i in. 2015], polega na mo liwo ci opisu o rodka gruntowego (sta-
nu napr enia i odkszta cenia), konstrukcji oraz zagadnie  kontaktu mi dzy konstrukcj  
a gruntem.

Analiz  mo na rozszerzy  o zastosowanie bardziej odpowiedniego modelu konsty-
tutywnego [Borja 2013], opisu kontaktu mi dzy fundamentem a gruntem oraz mo na 

Rys. 9.  Pola wektorowe i kontury najwi kszych napr e  g ównych ( 1): a – stopa g adka po-
datna, kontury {30, 60, 90} kPa, b – stopa g adka sztywna, kontury {4, 6, 8, 10, 12} kPa, 
c – stopa szorstka sztywna, kontury {4, 6, 8, 10, 12} kPa

Fig. 9.  Vector  elds and contour plots of major principal stress: a – smooth  exible footing, con-
tours {30, 60, 90} kPa, b – smooth rigid footing, contours {4, 6, 8, 10, 12} kPa, c – rought 
rigid footing, contours {4, 6, 8, 10, 12} kPa 

Midas GTS NX – elementy o miow z owe, siatka 1 

Rys. 10.  Zale no ci i procedura analizy liniowej MES: a – podstawowe zale no ci i równania 
mechaniki, b – ogólna procedura otrzymywania wielko ci w analizie liniowej MES

Fig. 10.  Dependencies and procedure of linear FEM analysis: a – basic concept and equations in 
mechanics, b – overal procedure to get values in FEM rule

a b
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uwzgl dni  pocz tkowy stan napr enia. Wszystkie wymienione rozszerzenia przybli a-
j  do opisu rzeczywisto ci, lecz znacz co rozszerzaj  prace a nawet zmieniaj  procedur  
algorytmu.

PODZI KOWANIA

Praca zosta a zrealizowana dzi ki wsparciu zadania badawczego w ramach wewn trz-
nego trybu konkursowego s u cego rozwojowi m odych naukowców i uczestników stu-
diów doktoranckich pt. „Projektowanie geotechniczne z zastosowaniem metody elementów 
sko czonych” ze rodków Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wy szego.
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ZA CZNIK – KOD RÓD OWY ALGORYTMU WYG ADZAJ CEGO 
W J ZYKU MATHEMATICA
Tabela 1.  Oznaczenia de  nicji wykorzystanych w algorytmie
Table 1.  Main designation symbols in algorithm.

Symbol Opis
Tablica z k tami odpowiadaj cymi obrotowi kierunków g ównych tensora napr enia

VW[.] Funkcja zwracaj ca macierz W oraz wektor V dla elementu na podstawie wspó rz dnych 
i warto ci obliczonej wielko ci w pocz tku uk adu wspó rz dnych elementu.

WG Tworzy macierz globaln  dla ca ego uk adu
VG Tworzy wektor globalny dla ca ego uk adu
val Wektor k tów obrotu kierunków g ównych dla ka dego w z a uk adu
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Algorytm wyg adzaj cy xy
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LINEAR NUMERICAL ANALYSIS OF SOIL BEHAVIOUR UNDER SHALLOW 
FOUNDATION USING FOUR NODE QUADRILATERAL FINITE ELEMENT 
WITH SMOOTHED STRESS FIELD

Abstract. The paper present analysis of soil behavior under shallow foundation using  nite 
element procedure. The source code have been written in Mathematica language. The soil 
is modeled as linear elastic material. Computations have been carried out for three types of 
foot: Smooth  exible, rough rigid and smooth rigid. The results of the performed analysis 
were compared to the results of calculations by the computer software Midas GTS NX.

Key words:  nite element algorithm, elastic solid, plane strain conditions, shallow founda-
tion
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