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ROZWI ZANIE ZAMKNI TE STATYKI PASMA 
POW OKI KO OWEJ I UKU KO OWEGO

Roman Misiak
Warszawa

Streszczenie. Artyku  dotyczy pasma pow oki ko owej i uku ko owego, zawiera rozwi za-
nia zamkni te statyki tych konstrukcji spe niaj ce dowolny uk ad warunków brzegowych, 
co umo liwia zapewnienie wspó pracy z dowoln  konstrukcj  budowlan  o innym kszta -
cie. W rozwi zaniu zastosowano obci enie równomierne o kierunku promieniowym oraz 
obci enie równomierne o kierunku prostopad ym do ci ciwy, przy o one do krzywizny 
na ca ej d ugo ci. Wielko ci si  wewn trznych spe niaj  warunki równowagi wewn trznej 
i zewn trznej. Przedstawiono przeanalizowany zakres zastosowania rozwi zania dla ró -
nych stosunków d ugo ci promienia do grubo ci pasma lub do wysoko ci przekroju uku, 
w zale no ci od k ta rozwarcia krzywizny. 

S owa kluczowe: pasmo pow oki ko owej, uk ko owy, statyka pasma pow oki ko owej, 
statyka uku ko owego

WST P

W artykule przedstawiono metod  dostosowania zginania pow ok o kszta cie walca 
ko owego do zginania sklepie  i uków ko owych, spe niaj c  na prostych kraw dziach 
sklepie  lub podporach uków dowolny uk ad sze ciu warunków brzegowych. Roz-
wi zanie to podano w postaci sumy obci enia z funkcj  zawieraj c  sta e ca kowania, 
a nie w postaci iloczynu (tzn. wielko  obci enia jest mno ona przez funkcj  rozwi -
zania). Nale y zwróci  uwag  na fakt, e w konstrukcji przestrzennej obci enie cz -
ci konstrukcji mo e wyst pi  w postaci si y wewn trznej z s siedniej cz ci konstruk-

cji, zawieraj cej sta e ca kowania. W takim przypadku, przy zastosowaniu rozwi zania 
w postaci iloczynu, wyst pi mno enie sta ych ca kowania z jednej cz ci konstrukcji 
przez sta e ca kowania s siedniej cz ci konstrukcji, uniemo liwiaj ce wstawienie ta-
kiego cz onu do warunków brzegowych sk adaj cych si  z równa  liniowych. Posta  
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przedstawionego rozwi zania likwiduje t  niemo liwo . Rozwi zanie mo e s u y  
w praktyce in ynierskiej do wery  kacji oblicze . 

Przyk adem zastosowania w konstrukcji przestrzennej b dzie przemieszczenie (vl) 
wzd u  krzywizny uku (warunek brzegowy 8-2), które zawiera obci eniow  cz  
cz onu v( ) w postaci: r

l
q aU
Eb

, odseparowan  od pozosta ych funkcji zmiennych za-

wieraj cych sta e ca kowania. Obci enie qr mo e by  zast pione obci eniem zawiera-
j cym sta e ca kowania z s siedniej cz ci konstrukcji przestrzennej (np. brzegow  si  
poprzeczn ). W identyczny sposób mo na w czy  wspó prac  przemieszcze  promie-
niowych (wl). Poza tym nale y podkre li , e w niniejszym rozwi zaniu otrzymuje si  
funkcj  przemieszczenia wzd u  krzywizny uku (vl), która na przyk ad pozwala spe ni  
warunek przylegania górnej powierzchni uku do kraw dzi wycinka ko owego opartego 
na tym uku. 

W opracowaniach Flugge [1972, s. 275–280] i Girkmann [1957, s 549–562] podane 
s  przyk ady, w których na kraw dziach wycinków znajduj  si  przepony, a nie uki. 
Nale y te  zwróci  uwag  na rozwa ania teori  przybli on  zaburze  przy przeponach, 
zw aszcza „wyd u e  ” [Girkmann 1957, s. 559–562], co odpowiada przemieszcze-
niom (vl) wzd u  krzywizny uku. Przyj cie uku zamiast przepony i zastosowanie przed-
stawionego w niniejszym artykule rozwi zania dla obci enia g1 da oby zamkni ty wy-
nik wspó pracy tych cz ci konstrukcji, a nie wynik zaburze . 

W niniejszym artykule wyniki z rozwi za  zosta y porównane z wynikami otrzyma-
nymi w za czonym pi miennictwie. Przekrój poprzeczny schematu pasma z dodatnim 
kierunkiem obci e  i dodatnimi ich sk adowymi pokazano na rysunku 1.

RÓWNOWAGA SI  I PRZEMIESZCZE  

Konstrukcja pod obci eniem pr równomiernym na ca ej d ugo ci o kierunku 
promieniowym (rys. 1)

Pasmo ko owe. Równania równowagi. Si y i momenty s  funkcjami przemieszcze , 
musz  wi c spe nia  trzy pierwsze warunki równowagi (5-2) podane przez Flugge [1972, 

Rys. 1.  Schemat przekroju
Fig. 1.  Schematic cross section of spherical shell strip
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s. 221]. Z uwagi na fakt, e b dzie rozwa ane niesko czone pasmo pow oki, do uk adu 
równa  równowagi wprowadzono:

nx = n x = nx  = mx  = m x = mx = 0;   px = p  = 0.

Do tych warunków równowagi wprowadzono zale no ci (5-12) [Flugge 1972, 
s. 228] :

2 3
( ) ( ) ( )
2 2 3

2 0
12

d v dw d w
dd U d

 (1-1)

4 2
( ) ( )

( )2 4
1 0

12
rd w dv p aw

d DU d
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Z rozwi zania uk adu (1) mo na obliczy :
przemieszczenia

( ) ( )
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( ) ( )
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k t obrotu przekroju wzd u  tworz cej
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C1–C6 – sta e ca kowania.
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Si y wewn trzne wynosz  [Flugge 1972, s. 228]:

( ) ( )rn p aN  (3-1)

2
( ) ( )rm p a M  (3-2)

Z równania równowagi (5-1d) [Flugge 1972, s. 220] otrzymuje si  si  poprzeczn :  

( ) ( )
1

r
dm

q p aQ
a d

 (3-3)

gdzie: ( ) 3 0 4 0
0

1 cos( ) sin( ),   ,N C C

( ) 5 3 0 4 01 cos( ) sin( ),M C C C

( ) 3 0 4 0sin( ) cos( )Q C C .

uk ko owy. Zale no ci otrzymano z adaptacji rozwi zania pasma ko owego. Wpro-
wadzono okre lenie: qr – obci enie promieniowe na metr, roz o one na szeroko ci prze-
kroju uku b w ostatnim cz onie równania (4-2)]. 

Uk ad równa  równowagi:

2 3

2 2 3
1 0

12
l l l

l

d v dw d w
dd U d

 (4-1)

4 2

2 4
1 0

12
l l r

l
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d w dv q aw
d EhbU d

 (4-2)

Z rozwi zania uk adu (4) wynika: 

r
l l
q aw W
Eb

 (5-1)

r
l l
q av V
Eb

 (5-2)

r
l l

qX
Eb

 (5-3)

Wielko ci Wl, Vl i X l obliczono z zale no ci (2) po wprowadzeniu v = 0. Si y we-
wn trzne otrzymuje si  analogicznie jak w zale no ci (3). 

Konstrukcja pod obci eniem qk równomiernym na ca ej d ugo ci, o kierunku 
prostopad ym do ci ciwy, przy o onym do krzywizny (rys. 3)

uk ko owy. Zale no ci otrzymano z adaptacji wyników dla pasma ko owego. Wpro-
wadzono okre lenie: qk – obci enie na metr.
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Uk ad równa  równowagi:

2 2

2 0kg kg kd v dw q a
d Ehbd

 (6-1)

4 2

2 4
1 0

12
kg kg kr

l

d w dv q aw
d EhbU d

 (6-2)

gdzie: 02 ,k k
dwq q
d

qkr = qkw02,

w02 = sin 0 sin( 0 · ) + cos 0 cos( 0 · ).

Z rozwi zania uk adu (6), w sposób podobny jak z uk adu (4), otrzymuje si  zale no-
ci na przemieszczenia i si y wewn trzne.

ROZWI ZANIA SZCZEGÓLNE

Pasmo ko owe utwierdzone na podporach pod obci eniem o kierunku 
promieniowym (rys. 2)

Dane: 0
0 0

2 ;  ;  0,2;  50.
10 2

v U

Warunki brzegowe: 
w( =0) = 0 (7-1)

w( = 0) = 0  (7-2)

X( =0) = 0 (7-3)

Rys. 2.  Si y wewn trzne w pow oce utwierdzonej
Fig. 2.  Internal forces in the restrained spherical shall



138                                                                                                                                            R. Misiak

Acta Sci. Pol.

X( = 0) = 0  (7-4)

v( =0) = 0 (7-5)

v( = 0) = 0  (7-6)

Wyniki rozwi zania równa : C1 = 0,042; C2 = 0,004383; C3 = 0,128; C4 = 0,042; 
C5 = 0,868; C6 = –1247.

Warto ci przemieszcze  i si  wewn trznych otrzymano z zale no ci (2) i (3), a na 
rysunku 2 pokazano wykresy si y normalnej i momentu zginaj cego. 

uk ko owy utwierdzony na podporach pod obci eniem o kierunku prostopad ym 
do ci ciwy, przy o onym do krzywizny (rys. 3)

Dane: 0
0 0

2 ;  ;
10 2

 b = 0,30 m; h = 0,90 m; a = 21,50 m; 21,50 ;
0,90lU  Ul = 23,889; 

0 = 36°.
Warunki brzegowe:

w( =0) = 0  (8-1)

wk( = 0) = 0  (8-2)

X k( =0) = 0 (8-3)

X k( = 0) = 0  (8-4)

vk( =0) = 0 (8-5)

vk( = 0) = 0  (8-6)

Wyniki rozwi zania równa : C1k = –10 830; C2k = 3404; C3k = 13 120; C4k = –4232; 
C5k = –13 030; C6k = –4233.

Na rysunku 3 pokazano wykresy si y normalnej i momentu zginaj cego.

Rys. 3.  Si y wewn trzne w uku utwierdzonym
Fig. 3.  Internal forces in the restrained arch
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METODYKA BADA  

Badania przeprowadzono w postaci oblicze  przyk adów wed ug danych w pracach 
Nowackiego [1955] i Wierzbickiego [1955], a nast pnie porównano te wyniki. Poza tym 
dokonano innych oblicze , które pozwoli y okre li  zakres zastosowania przyk adów 
o stosunku promienia do grubo ci pasma lub wysoko ci przekroju uku, w zale no ci od 
k ta rozwarcia krzywizny, aby wyniki by y zadowalaj ce.

WYNIKI BADA  

Pasmo ko owe pod obci eniem równomiernym o kierunku promieniowym

W pracy Nowackiego [1955, str. 87] znajduje si  wzór dla momentu zginaj cego, 
zale ny od wspó rz dnych, które zaczynaj  si  w rodku krzywizny, a ko cz  na prawej 
podporze. Poni ej podano stosunki momentów zginaj cych, si  pod u nych i poprzecz-
nych otrzymanych w niniejszej pracy do otrzymanych w pracy Nowackiego [1955].
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Poza przedstawionym przyk adem obliczeniowym dokonano oko o dwudziestu obli-

cze , z których otrzymano, e w zakresach: 0 0
2 2 2 i 20,   i 42
6 12 14

U U  

oraz 0
2  i 52
16

U  wyniki by y równe z wynikami otrzymanymi przez Nowackiego 

[1955], z dok adno ci  od 0,943 do 1,079.

uk ko owy pod obci eniem o kierunku prostopad ym do ci ciwy, przy o onym 
do krzywizny

uk utwierdzony na podporach. Wyniki oblicze  porównano z otrzymanymi przez 
Wierzbickiego [1955, s. 371–372] dla obci enia równomiernego prostopad ego do ci ci-
wy, lecz nieprzy o onego do krzywizny o kszta cie paraboli. Rozwi zanie Wierzbickiego  
zawiera wzór momentu utwierdzenia, wzór rozporu i wzór reakcji brzegowej prostopa-
d ej do ci ciwy. Przyjmuj c, e ró nica w obci eniach i kszta tach jest ma o istotna,  
otrzymano dok adno  stosunków: momentów utwierdzenia (1,012), rozporów (0,973)  
i reakcji (1,003). Porównanie wyników pozwala wnioskowa , e uk bezprzegubowy 
o ma ej wynios o ci (p aski) i o kszta cie paraboli mo e by  obliczany jako uk ko owy. 
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PODSUMOWANIE

Przedstawiona metoda dostosowania zginania pow ok o kszta cie walca ko owego do 
zginania sklepie  i uków ko owych pod  obci eniem ci g ym na ca ej d ugo ci zawiera 
rozwi zania zamkni te statyki tych konstrukcji, spe niaj ce dowolny uk ad warunków 
brzegowych, co oznacza zapewnienie wspó pracy z dowoln  konstrukcj  budowlan  
o innym kszta cie. Rozwi zanie sk ada si  z wzorów ostatecznych, to znaczy wyst -
puje w postaci nadaj cej si  do bezpo redniego otrzymania wyników obliczeniowych. 
G ówn  zalet  postaci rozwi zania jest zale no  od obci enia odseparowanego od sta-
ych ca kowania, których warto ci s  otrzymywane z warunków brzegowych opisanych 

w  równaniach liniowych. Wyniki oblicze  otrzymane w artykule, porównane z wyni-
kami otrzymanymi w inny sposób przez Nowackiego [1955] i Wierzbickiego [1955], s  
zadowalaj co zbli one do siebie. Rozwi zanie mo e by  zastosowane we fragmentach 
zbiorników ko owych (np. silosy), stropach, mostach itp.
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CLOSED SOLUTION OF STATICS FOR CIRCULAR SHELL AND CIRCULAR  
ARCH

Abstract. The article concerns a circular shell band and a circular arch; it includes a closed 
statics solutions of these structures which meet any system of boundary conditions which 
means ensuring cooperation with any building structure with a different shape. In the em-
bodiment, the load was applied in the radial direction and in the direction perpendicular to 
the chord, applied to the curve. The amount of the internal forces complies with the internal 
and of the radius to the thickness of the band or to the height of the arch section depending 
on the opening angle of curvature.   

Key words: circular band shell, circular arch, statics of circular shell band, statics of cir-
cular arch.
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