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STATECZNO  OSIOWO CISKANYCH 
CYLINDRYCZNYCH, ANIZOTROPOWYCH POW OK 
O REDNIEJ GRUBO CI

Wo odymyr Tracz, Miko aj Choru yj 
Narodowy Uniwersytet Gospodarki Wodnej i Gospodarowania  
Zasobami Naturalnymi, Równe, Ukraina

Streszczenie. Korzystaj c z za o e  kinematycznych Timoshenki, przedstawiono zagad-
nienie obliczania stateczno ci anizotropowych pow ok cylindrycznych przy uwzgl dnieniu 
geometrycznej nieliniowo ci. Pow oka jest zbudowana z warstwowego materia u kompo-
zytowego o jednej p aszczy nie, która pokrywa si  z jej powierzchni  rodkow . Anali-
z  numeryczn  otrzymanych równa  przeprowadzono metod  ortogonalizacji dyskretnej. 
Zbadano wp yw k ta nachylenia w ókien warstwowego kompozytu w óknistego na warto-
ci krytyczne.

S owa kluczowe: teoria Timoshenki, stateczno  pow oki, anizotropia

WST P

Obliczaniu stateczno ci pow ok z materia ów izotropowych i ortotropowych jest po-
wi cona obszerna literatura:  [1967],  [1974],  i  

[1974],  i in. [1975],  [1986],  i  [1987]. Do pow ok 
ortotropowych zalicza si  pow oki wykonane z kompozytów w óknistych, nawini tych 
na trzpie  [  1965,  1968,  1986]. Materia  takich konstrukcji, 
którego w ókna s  ortogonalne (rys. 1), jest materia em anizotropowym o jednej p asz-
czy nie symetrii. Powodem powstania tego typu anizotropii jest niezgodno  kierunków 
ortogonalnych w ókien z g ównymi kierunkami geometrycznymi konstrukcji. Równania 
konstytutywne takich konstrukcji zawieraj  13 modu ów spr ysto ci. Macierz spr ysto-
ci zawiera wi c nast puj cw bloki sztywno ci: C – rozci ganie i cinanie, D – zginanie 
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i skr canie, K – wzajemnego wp ywu. Wspó zale no  we wzorach teorii spr ysto ci 
mi dzy rozci ganiem a cinaniem, zginaniem a skr caniem, rozci ganiem a skr caniem 
postrzega si  jako czynnik znacznie zmniejszaj cy obci enia krytyczne. Zosta o to udo-
wodnione przez ró nych autorów [Weaver i in. 2002, Wong i Weaver 2005,  
i in. 2005,  2006, 2007, 2008,  i  2006, Weaver 2015, Kolakowski 
i Teter 2015].

Kwestia stateczno ci cienkich pow ok anizotropowych by a analizowana przez wielu 
badaczy, mi dzy innymi w pracach:  [1965],  i in. [1975],  [1986], 

 i o  [1988],  i in. [2010]. Jednak wci  jeszcze obliczanie sta-
teczno ci pow ok anizotropowych o redniej grubo ci stwarza wiele problemów. Wiado-
mo, e do obliczania takich konstrukcij nale y stosowa  uogólnione teorie (o os abionych 
za o eniach kinematycznych) [  i  1987, Castro i in. 2015, Kolakowski 
i Teter 2015, Muc i Pastuszko 2015, Reddy 2015, Tracz i in. 2015, Weaver 2015], 
z których najprostsz  i powszechnie stosowan  jest teoria bazuj ca na za o eniach kine-
matycznych Timoshenki. 

W pracy przedstawiono badania stateczno ci osiowo ciskanych anizotropowych cy-
lindrycznych pow ok o redniej grubo ci, z materia u spr ystego, o jednej p aszczy nie 
symetrii. 

MATEMATYCZNE MODELOWANIE STATECZNO CI POW OK 
ANIZOTROPOWYCH

Przemieszczenia u, v, w po grubo ci pow oki, zgodnie z hipotez  Timoshenki, zapi-
sano w nast puj cy sposób:

u = u + z 1,   =  + z 2,  w = w (1)
0 3 1 1 2 2 1,   ,  ,   ,   u u z u w u u z z w w

gdzie: u, v, w – przemieszczenia rodkowej powierzchni pow oki, 
z – wspó rz dna zmieniaj ca si  na grubo ci pow oki,

, (  = 1, 2) – k ty obrotu normalnych wzgl dem osi wspó rz dnych.

Zale no ci prawa Hooke’a dla materia u anizotropowego o jednej p aszczy nie syme-
trii zapisano w postaci przedstawionej przez  [1974]: 

11 = a11 11 + a12 22 + a13 33 + a16 12,   22 = a12 11 + a22 22 + a23 33 + a26 12  (2)

33 = a13 11 + a23 22 + a33 33 + a36 12,   23  = a44 23 + a45 13   (3)

13 = a45 23 + a55 13,                            12 = a16 11 + a26 22 + a36 33 + a66 12  (4)

gdzie: ij – napr enia normalne i styczne,
ij – odkszta cenia rozci gaj ce i cinaj ce (i, j = 1, 2, 3),

aij – sta e spr ysto ci (i = 1, 2, 3; j = 1, 6). 

Nieliniowe odkszta cenia, z dok adno ci  do cz onów w drugiej pot dze, otrzymali 
 i  [1987] w postaci:

2 2 2
11 11 11 11 22 22 22 22 12 12 12 12ˆ ˆ ˆ,   ,  z z z z z z  (5)
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w której oznaczono:

2 2
11 1 1 22 2 2 12 1 2

11 1 1 1 22 2 2 2 12 1 2

2 2 2 2
11 11 1 1 22 22 2 2

1 2

12 1 2 1 2
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1 1 1 1,    =   

2 2
1 1
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R R

 (6)

gdzie: 1 2
1 1 2 2

1 2
,   ,

R R

1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 2,   ,   ,   t t  (7)

Odkszta cenia oraz przyrosty krzywizn i skr cania s  nast puj ce:

gdzie: A1, A2 – wspó czynniki Lamégo (wspó czynniki pierwszej formy kwadratowej),

K ty obrotu i krzywizny ij zapisano w postaci:

przy czym we wzorze na skr canie 12 s  funkcje dla  i ij:
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W pracy  [2008] przedstawiono podej cie, w którym wyj ciowy uk ad równa  
opisuje osiowosymetryczny anizotropowy nieliniowy stan napr enia-odkszta cenia po-
w ok. Korzystaj c z tego podej cia, otrzymano równania:

Nieliniowy uk ad równa  (12) mo e by  wykorzystany do budowy równa , w któ-
rych okre lone krytyczne stany pow ok wi  si  ze zjawiskiem bifurkacji. Wprowadza-
j c nast puj ce oznaczenia:
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uk ad równa  (12) otrzymano w zwi z ej postaci:

gdzie: y – wektor, którego sk adowymi s  funkcje yi,
qi – sk adowe obci enia, 
Li – nieliniowe operatory ró niczkowe, przy czym i = 1, ..., 10. 

Na g ównej trajektorii odkszta cenia równania (14) przyjmuj  posta :

Na s siedniej trajektorii musz  by  zapisane nast puj co: 

Zgodnie z kryterium Eulera, yi jest niesko czenie ma ym zaburzeniem stanu podsta-
wowego. Dlatego te , u ywaj c poj cia pochodnej Frécheta, nale y stwierdzi , e rozwi-
ni cie w szereg Taylora mo e ogranicza  si  tylko do dwóch sk adników:

gdzie: Li,j – pochodne Frécheta operatorów Li dla argumentu yj (j = 1, ..., 10).

Równanie (16) przybiera posta :

Bior c pod uwag , e obci enia iq  nie ulegaj  zmianie (obci enie konserwatywne)  
przy zaburzeniu stanu równowagi, a funkcje z indeksem „0” spe niaj  równania (15), 
z wyra enia (18) otrzymano zlinearyzowane równania wzgl dnych przyrostów funkcji 
yi (qi) w punkcie bifurkacji:

których jawn  posta  zapisano nast puj co:
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przy czym:

Si y T22, Q23 i momenty M22, M12 s  zmiennymi pomocniczymi, u ywanymi tylko do 
oznaczenia nast puj cych wielko ci:
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Równania (20) zawieraj  po prawej stronie funkcje T11, T12, 1. Musz  one by  wy-
ra one za pomoc  funkcji rozwi zuj cych yi. W przypadku stwierdzenia, e te wyra enia 
zosta y znalezione, dla okre lenia funkcji T22, M22, M12 wystarczy u y  wyra enia (22). 
Bior c pod uwag , e:

zapisano pi te i szóste równanie wyra enia (20) i pierwsze dwa równania wyra enia (21) 
nast puj co:

gdzie:

Otrzymano uk ad równa  do wyznaczania niewiadomych. Po drobnych uproszcze-
niach zapisano go w postaci:

1 – A11T11 – A12T12 = f5
–A21T11 – A22T12 = f6    (25)

1T11,0 + T11 = g1

T12 = g2

Po wyrugowaniu zmiennych T11 i T12 powsta y dwa równania:
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gdzie: 

Stosuj c wzór Cramera, otrzymano:

1
1  (28)

Warto ci wyznaczników obliczono ze wzorów:

Gdy s  znane wyra enia na 1 przez funkcje rozwi zuj ce, mo na równie  wyznaczy  
funkcje:

Równania (20) s  niejednorodnymi równaniami ró niczkowymi drugiego rz du. Bio-
r c pod uwag  liczb  poszukiwanych funkcji w kierunku obwodowym, mo na aproksy-
mowa  je szeregiem Fouriera i uk ad równa  (20) doprowadzi  do uk adu równa  ró -
niczkowych pierwszego rz du.  

ROZWI ZANIE RÓWNA  STATECZNO CI

Rozpatrywane pow oki cylindryczne s  zamkni te w kierunku obwodowym, wi c 
funkcje rozwi zuj ce na 2 lub  s  okresowe. Nale y wi c poszukiwane funkcje przed-
stawi  w postaci zespolonej szeregów Fouriera:

gdzie: yj,n – funkcje zespolone, j = 1, ..., 10, 
n  – liczba fal w kierunku obwodowym.

Po wykorzystaniu zale no ci (31) w równaniach stateczno ci (20) otrzymano nast -
puj cy uk ad równa  ró niczkowych zwyczajnych:
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gdzie: na = n/A2.

Tak wi c problem stateczno ci symetrycznie obci onej anizotropowej spr ystej 
pow oki zamkni tej w kierunku obwodowym zosta  sprowadzony do uk adu dziesi ciu 
jednorodnych równa  ró niczkowych w postaci normalnej (20) o zmiennych wspó czyn-
nikach i o jednorodnych warunkach brzegowych:

na kraw dzi 1 = 0  B0yn = 0

na kraw dzi 1 = l  Bnyn = 0  
(33)

Minimalna warto  w asna jednorodnego problemu brzegowego (32), (33) okre la 
moment przej cia od podstawowego symetrycznego stanu równowagi do asymetryczne-
go, który charakteryzuje si  odpowiedni  liczb  fal w kierunku obwodowym. Równowa-
ga ta ca kowicie charakteryzuje si  nast puj cymi warto ciami: y1,n, ..., y10,n, T11,n, T22,n, 
T12,n, M22,n, M12,n, 1,n, 2,n, 22,n, 1,n, 2,n, k22,n, k12,n, i parametrami podkrytycznymi: 
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,0
11 ,0

22 ,T0
12 ,0

1
0
2 . Obliczono je zgodnie z metod  przedstawion  w pracy  

[2008].
Si y i momenty, które s  zawarte w uk adzie równania (32), okre lono z zale no ci:

 (34)
Oprócz tego:

gdzie wprowadzono nast puj ce oznaczenia:

Minimaln  warto  krytyczn  obci enia przy danych warunkach brzegowych wy-
znaczono z przyrównania do zera g ównego wyznacznika uk adu równa . Przy rozwi -
zywaniu równa  ró niczkowych ze wspó czynnikami zespolonymi wyznacznik jest 
skomplikowany. Dla jednorodnych równa  ró niczkowych istnieje rozwi zanie uk adu 
równa  algebraicznych o zespolonych wspó czynnikach, w których rzeczywiste i urojone 
cz ci wyznacznika musz  by  jednocze nie równe zeru. Metoda badania zagadnienia 
brzegowego bazuje na numerycznej metodzie ortogonalizacji dyskretnej [ o 
i   1981,  i  1988].
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BADANIA STATECZNO CI POW OK CYLINDRYCZNYCH.

Metodyka rozwi zania w badanym problemie poszukiwania warto ci krytycznej 
opiera si  na metodzie numerycznej ortogonalizacji dyskretnej. Przedstawiaj c propono-
wan  metodologi , rozwa ono problem stateczno ci pow oki cylindrycznej. W oblicze-
niach rozpatrzono pow ok  wykonan  z w ókna szklanego. Materia  ten jest ortotropowy 
wzgl dem w asnej osi. Modu y spr ysto ci i wspó czynniki Poissona w ókien i osnowy 
s  równe: E = 4,2 · 105 Pa, E  = 3,5 · 103 MPa,  = 0,21,  = 0,33. Materia  otaczaj cy 
w ókna – 0,5. Osie ortotropii pow oki w uk adzie wspó rz dnych na powierzchni rod-
kowej mo na obraca  o dowolny k t . U rednione warto ci modu ów spr ysto ci  dla 
kierunków ortotropii materia u s  obliczone zgodnie z prac   i  [1987]. 

Kiedy   0°  90°, materia  traci w a ciwo ci ortotropowe i zachowuje si  jak mate-
ria  o jednej p aszczy nie symetrii. Aby zmniejszy  liczb  parametrów, które wp ywaj  na 
stateczno  pow ok, za o ono, e stosunek L do promienia R pow oki wynosi dwa (L/R =
= 2), a stosunek grubo ci h do promienia R: h/R = 0,1 (rys. 1). Podparcie ko ców pow oki 
za o ono nast puj co: jeden jest sta y podparty przegubowo nieprzesuwnie (u = 0,  = 0, 
w = 0, M11 = 0, 2 = 0), a drugi – przegubowo przesuwnie (  = 0, w = 0, M11 = 0, 

2 = 0, 0
11 11T T ). 

Na rysunkach 2–4 w uk adzie wspó rz dnych 11
crT  zilustrowano wp yw zmia-

ny k ta  materia u kompozytowego (zgodnie z rys. 1) na warto ci krytyczne obci e  
osiowych 11

crT . Krzywa 1 to warto  krytyczna otrzymana sposobem przedstawionym 
w pracy. Krzywa 2 to warto ci obci e  krytycznych obliczone zgodnie z metod  przed-
stawion  w pracy Tra  [2008], która bazuje na hipotezie Kirchhoffa-Love’a. 

PODSUMOWANIE

Ró nica mi dzy warto ciami obci e  krytycznych znalezionych za pomoc  teorii 
bazuj cej na hipotezie kinematycznej Timoshenki (1), traktuj c materia  pow oki jako 
anizotropowy oraz przyjmuj c, e materia  pow oki jest ortotropowy dla rozpatrywanego 
przypadku, wynosi maksymalnie tylko 5%. Zastosowanie zwi zku hipotezy (1) i równa  
konstytutywnych (2–4) pozwala na zbadanie wp ywu si  cinaj cych i napr e  normal-
nych ( r) na warto ci krytyczne. 

Rys. 1
Fig. 1
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Analiza warto ci krytycznej ciskania osiowego (rys. 5) sugeruje, e pow oka jedno-
warstwowa (krzywa 1) charakteryzuje si  najmniejszymi warto ciami obci e  krytycz-
nych. Dla pow ok dwuwarstwowych (krzywa 2) obci enia krytyczne s  wi ksze ni  dla 
jednowarstwowych i mniejsze ni  dla czterowarstwowych (krzywa 3). Ta ostatnia jest 
najbli ej krzywej 4, która opisuje zale no  obci e  krytycznych pow oki ortotropowej. 
Jest to logicznym dowodem na to, e zwi kszaj c liczb  warstw pow ok anizotropowych, 
mo na oczekiwa , z pewn  dok adno ci , wyników jak dla pow oki ortotropowej. Oczy-
wi cie wniosek ten mo e by  postawiony tylko dla pow ok symetrycznych o strukturze 
pakietu lamin. 
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Rys. 2.  Warto ci krytyczne ciskania osiowe-
go dla pow oki jednowarstwowej

Fig. 2.  Critical values of axial compression 
for monolayer shell

Rys. 3.  Warto ci krytyczne ciskania osiowe-
go dla pow oki dwuwarstwowej 

Fig. 3.  Critical values of axial compression 
for bilayer shell

Rys. 4.  Warto ci krytyczne ciskania osiowe-
go dla pow oki trzywarstwowej 

Fig. 4.  Critical values of axial compression 
for three-layer shell

Rys. 5.  Warto ci krytyczne ciskania osiowe-
go dla pow oki jedno-, dwu-, trzywar-
stwowej (1–3) i ortotropowej (4) 

Fig. 5.  Critical values of axial compression 
for one-, two-, three-layer (1–3) and 
orthotropic (4) shell
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THE STABILITY OF AVERAGE THICKNESS ANISOTROPIC CYLINDRICAL 
SHELLS UNDER AXIAL COMPRESSION

Abstract. Based on the Timoshenko theory the approach is presented for calculation of 
the stability of anisotropic cylindrical shell due to the geometrical prebuckling non-linear 
stress-strain state. The relevant properties of the coating material are symmetrical according 
a plane which can coincide with the central surface. Numerical study was performed using 
the method of discrete orthogonalization. A graph is illustrating the effect of the angle of 
layering of the  ber composite for the critical stress to axial compression.
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Zaakceptowano do druku – Accepted for print: 28.09.2015

Cytowanie: Tracz, W., Choru yj, M. (2015). Stateczno  osiowo ciskanych cylindrycznych, anizo-
tropowych pow ok o redniej grubo ci. Acta Sci. Pol., Architectura, 14 (3), 21–34. 


