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ZASIEG EFEKTU WARSTWY BRZEGOWEJ W
KOMPOZYTACH WARSTWOWYCH DLA ZAGADNIEN
ELASTOSTATYKI

Joanna Witkowska-Dobrev, Monika Wagrowska
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Rozpatrzono zagadnienie efektu warstwy brzegowej w wielowarstwowej
przegrodzie budowlanej o podtuznej i poprzecznej gradacji wtasnosci dla zagadnienia sta-
cjonarnego. Rozwazania ograniczono do jednowymiarowego zagadnienia w ramach wa-
riantu asymptotycznego modelowania tolerancyjnego — homogenizacji lokalnej. Zbadano
réznice wzgledna pomiedzy rozwiazaniem otrzymanym metoda wariantu asymptotycznego
modelowania tolerancyjnego — homogenizacji lokalnej oraz z uwzglednieniem efektu war-
stwy brzegowej dla danego typu gradacji.

Slowa kluczowe: podtuzna gradacja wtasnosci, poprzeczna gradacja wiasnosci, asympto-
tyczny wariant modelowania tolerancyjnego — homogenizacja lokalna, wyznaczenie efektu
warstwy brzegowej, réznica wzgledna

WSTEP

W przypadku struktur wielowarstwowych bezposrednie rozwiazanie rownan rowno-
wagi jest niemozliwe, poniewaz réwnania te posiadaja nieciagte, silnie oscylujace wspot-
czynniki. W celu wyznaczenia rozwiazania stosuje si¢ rozne podejscia, np. wprowadza si¢
dodatkowe zatozenia dotyczace poszukiwanego pola przemieszczenia, umozliwiajacego
przeksztatcenie rownan do postaci, dla ktérych mozna znalez¢ rozwiazania analityczne.
Jedna z metod jest wariant asymptotyczny modelowania tolerancyjnego — homogenizacja
lokalna [Wierzbicki i in. 2005, Rychlewska i Wozniak 2006, Wozniak i in. 2008, 2010].

Rozpatrzono dwusktadnikowe kompozyty wielowarstwowe o strukturze determini-
stycznej typu FGM (Functionally Graded Materiales), czyli materiaty z funkcyjna gra-
dacja wiasnosci. Szczegdlny nacisk potozony bedzie na kompozyty charakteryzujace sie
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4 J. Witkowska-Dobrev, M. Wqgrowska

poprzeczng i podiuzna gradacja wiasnosci (rys. 1). Zbadano r6znice wzgledna pomigdzy
rozwiazaniem otrzymanym metoda homogenizacji lokalnej oraz z uwzglednieniem efek-
tu warstwy brzegowej dla danego typu gradacji, w zaleznosci od nasycenia sktadnikami
w komorce na brzegach przecinajacych uwarstwienie oraz w pewnej odlegtosci od tych
brzegow.
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Rys. 1. Schemat kompozytéw o gradacji podtuznej i poprzecznej
Fig. 1. Scheme of composite with longitudinal and transverse gradation

WARIANT ASYMPTOTYCZNY MODELOWANIA TOLERANCYJNEGO
- HOMOGENIZACJA LOKALNA

Przyjeto, ze w tréjwymiarowej konfiguracji odniesienia w kartezjanskim uktadzie
wsp6irzednych kompozyt zajmuje obszar Q = = x R, gdzie =& R Kazda z warstw
kompozytu ma stata grubos¢ », n << L, max (L, H), i sktada sie z dwoch izotropowych,
jednorodnych skiadnikéw, noszacych nazwe matrycy oraz wzmocnienia. Funkcja vR(:),
VR(x?)e [0, 1], X% € [0, H], VR e CX([0, H]), jest funkcja opisujaca srednia frakcje wzmoc-
nienia w warstwie, natomiast vM(-) opisuje $rednia frakcje matrycy dla gradacji podiuznej
w warstwie: VM(x?) = 1 - vR(x?), x? e [0, H], a dla gradacji poprzecznej x* < [0, L].

Dla zagadnienia dwuwymiarowego przemieszczenia kompozytéw oznaczono przez
W = (Wq, Wo).

W ramach modelu wariantu asymptotycznego modelowania tolerancyjnego — homo-
genizacji lokalnej [Wozniak i in. 2008, 2010] nieznane pole przemieszczen przyblizono
poprzez:
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Zasieg efektu warstwy brzegowej w kompozytach warstwowych... 5

— dla gradacji podtuznej
i (x) = (x)+h (x'6%) vy (x)
iy (x) =y (x)+h (x'67) vy (x)
— dla gradacji poprzecznej D
W () = uy (x) + (xz)vl(x)
Wy (%) = 10, (%) + (xZ) v, (x)
gzie: X = (x4, Xp), X € (Z), funkcje us(), uz(), v1(), vo() € C*(Z) sa nowymi niewia-

domymi, u; (-),u, (-)to przemieszczenia usrednione, a v, (-), v, (+) sa fluktuacjami prze-
mieszczen.

Funkcja /(-)e C° (5) jest zadana z géry funkcja ksztattu. Dla gradacji podtuznej
okreslona jest dla (xl,xz)e (0,L)x(0,H). Jest to funkcja kawatkami liniowa, na inter-
fejsach przyjmuje wartosci + 7 Dla gradacji poprzecznej okreslona jest dla kazdego

2
x* € (0,L) [Wozniak i in. 2008, 2010].
W wyniku procesu modelowania homogenizacji lokalnej [Wozniak i in. 2008, 2010,

Wagrowska i Witkowska-Dobrev 2011, 2012, Witkowska-Dobrev 2014] dla zagadnienia
dwuwymiarowego otrzymano nastepujacy uklad réwnan na poszukiwane funkcje

CIORCIORAORZIOK
(2u+2) “1»11+((ﬂ0 +/i) ”2»1)»2 +(Ho 1) =0

((ﬂo +4) ”1’1)52 Tty 51 "‘((2/4"'}”)“2’2):2 =0

— dla gradacji podtuznej

VRVM
Ul =

(2t + 20) =2ty + A )it + (A + Ay 12| @

R M
Vil YV R

v, = —[(VRVM)J[((#R _ﬂM)”m)"'(ﬂR _ﬂM)”271:|
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6 J. Witkowska-Dobrev, M. Wqgrowska

— dla gradacji poprzecznej

v =0

vy M

(ZVM,uR +2VR,uM )+(/1RVM +/1MvR

v, = ) |:<(2/‘R_2/‘M)u232)+(ﬂ'R_/1M)“292:|

W réwnaniach (2) wystepuja wspotczynniki zwane modutami efektywnymi dla
rozpatrywanych zagadnien, ktore sa funkcjami gtadkimi zaleznymi od x, [Wagrowska
i Witkowska-Dobrev 2011, 2012, Witkowska-Dobrev 2014]:

(20 + A ) (2utg + A0 )

(2,u+/1)0 =

(2ﬂR +ﬂR)VM +(2ﬂM +AM)VR

<2,u+/1> =(2up +/1R)VR +(2ups + Ay )vM

2u+A=2u+A)—

HREMm

Ho = M R
HRY™ + iy

W ramach modelu homogenizacji lokalnej zawezono rozwazania do zagadnienia jed-
nowymiarowego o niezerowej sktadowej wektora przemieszczenia u,(-), ktéra zalezy od
zmiennej X,. Skutkiem tego otrzymano tylko jedno réwnanie na u,(-):

((21”'/1)”2’2)’2:0 (3)

Natomiast pola przemieszczen wy(+), () sa aproksymowane w postaci:
— dla gradacji podtuznej
W] = ‘/NVI = hMazuz

(4)

szﬂ@:uz
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Zasieg efektu warstwy brzegowej w kompozytach warstwowych... 7

R M
v v

gdzie: M =—£

)vRJ(ﬂR_AM)’

— dla gradacji poprzecznej

R M
v

gdzie: M=—{ A‘; RJ(/lR—/iM)(2,uR—2,uM).

Dla gradacji poprzecznej rozpatrywanego kompozytu brzegi przecinajace uwarstwie-
nie oznaczono przez: I'g, =[0,L]x{0}xR oraz I'}y =[0,L|x{H}XR, I'= gy UTy.

Dla gradacji podtuznej rozpatrywanego kompozytu brzegi przecinajace uwarstwie-
nie oznaczamy oznaczono przez: gy =[0,H|x{0}xR oraz T = [0, H]x{L}xR,
r=ryurg.

Zgodnie z zatozeniem modelu homogenizacji lokalnej warunki brzegowe na
u= (ul, uz) usrednionego przemieszczenia przyjeto zgodnie z warunkami brzegowymi,
jakie wystepuja na brzegu danego kompozytu.

Z postaci otrzymanych rozwiazan wynika, ze [Wagrowska i Witkowska-Dobrev 2011,
2012, Witkowska-Dobrev 20144, b]:

— dlagradacjipodtuznejprzemieszczenie w (-),dla u, (xl,O, x ) =ug, u, (xl,H,x3) =0,
x'e(0,L), x* € R nie spelnia warunkéw brzegowych na brzegach Iy, i Iy’

— dla gradacji poprzecznej przemieszczenie w, (), dla u, (xl,O,x3 ) =u,
Uy (xl,H,x3) =0,x' € (0,L), x’ € R, nie spetnia warunkéw brzegowych na brzegach
r’iry.

Whprowadono wiec nowa zmienna & ktora okreslona jest w obszarach przylegajacych
do brzegéw Iy, i I'¢" dla gradacji podiuznej, oraz I'y," i I'%, dla gradacji poprzecznej,

ktdra przecina uwarstwienie i skierowana jest do wewnatrz kompozytu.
Aby spetni¢ warunki brzegowe, poszukiwano rozwiazania w postaci:

— dla gradacji podtuznej przemieszczenia Wl(z)
sz)=v~vl+hq1=hMazu2+hq1 (6)

gdzie g4(-) jest poszukiwana funkcja w obszarach przybrzegowych, ktéra wyznaczono
z réwnania efektu warstwy brzegowej [Wozniak i in. 2008, 2010]:

<(2ﬂ+’1)h2>ql’§é‘<(h’1)2#>‘11 =0 ()

Architectura 14 (2) 2015



8 J. Witkowska-Dobrev, M. Wqgrowska

z warunkami brzegowymi

qi|r =—Md,u, r g ra =-Md,u, i ©)

Zatozono, ze q1(-) szybko zanika wraz ze wzrostem wielkosci & Otrzymano stad, ze:

— w obszarze przylegajacym do Fgl (.f = x2)

w (x) = wl(z) = h(xl,xz)M(xz)azuz (xz)

2 (92)
—h(xl,O)M(O)azuz (xl,O)exp[—\/Esz

— w obszarze przylegajacym do 7} (§ =H —x2)

w (x,)= wl(z) = h(xl,xz)M(x2 )82u2 (xz)

(9b)
o

2

R M
! _ MgV RV
dzie: Ay = (2u+A), By = MY THRY 10
gdzie: 4, 12< u > 0 SR M (10)

Z postaci rozwiazania wynika, ze wptyw efektu warstwy brzegowej zanika wraz
z oddalaniem si¢ od brzegdw I“gl i Féf — jest inny dla brzegu Fgl i Fé{, natomiast jest
taki sam wzdtuz brzegu Iy, i I't. Stad w rozpatrywanych przyktadach mozna zawezi¢

rozwazania do jednej warstwy. 5
Dla gradacji poprzecznej przemieszczenia wg ) poszukiwano w postaci:

Wgz):‘,}z_}_hqz :u2+hM32u2+h6]2 (11)

gdzie q,(-) jest poszukiwana funkcja w obszarach przybrzegowych, ktéra wyznaczono
z réwnania efektu warstwy brzegowej [Wozniak i in. 2008, 2010]:

<(2/1+/1)h2>6h)§g“—<(h»2)2#>6]2 =0 (12)
z warunkami brzegowymi odpowiednio na I°y," i I'%):

9

ng AC = —Mazuz

r g re =-Myu, ry (13)

Acta Sci. Pol.



Zasieg efektu warstwy brzegowej w kompozytach warstwowych... 9

Zatozono, ze g,(-) szybko zanika wraz ze wzrostem wielkosci & Otrzymano stad, ze:

— w obszarze przylegajacym do brzegu ng

Wy (xl,xz) = wgz) (xl,x2)=u2 (x2)+h(x2)M(x2)82u2 (x)

(14a)
—h(x2 )M(O)82u2 (O)exp[—\/j’?f}

— w obszarze przylegajacym do brzegu F?,

(1,02 = ) (31,02 = (2 ) {2 ) (2 i ()

2 P 1 (14b)
—h(x )M(H)azuz(H)exp[—\/g(H—x )]

State wystepujace we wzorach (14) wynosza odpowiednio:

2 R M
dy={(cur2)i? ) =" (2p+ ), By %w&%% (15)

Z postaci rozwiazania wynika, ze wptyw efektu warstwy brzegowej zanika wraz
z oddalaniem si¢ od brzegu, ale zalezy tez od wartosci wspéirzednej x°. Oznacza to, ze
w roznych warstwach zasieg ten bedzie inny.

ANALIZA - WYNIKI BADAN

W rozpatrywanych przyktadach zbadano rdznice wzgledna pomiedzy rozwiaza-
niem bez uwzglednienia efektu warstwy brzegowej i z jego uwzglednieniem, otrzymana
w zaleznosci od typu gradacji. W rozwazanych przyktadach zatozono (jak juz wspomnia-
no), ze rozwiazanie uwzgledniajace efekt warstwy brzegowej moze by¢ zastapione przez
rozwiazanie otrzymane z modelu homogenizacji lokalnej, gdy réznica wzgledna w pro-
centach migdzy tymi rozwiazaniami jest rzedu 107°%.

Rozpatrywane kompozyty sa wielowarstwowe, dwusktadnikowe, o gradacji podtuz-
nej i poprzecznej. Sktadniki komponentéw sa izotropowe oraz jednorodne. Rozwazania
zawezono do zagadnienia jednowymiarowego o niezerowej sktadowej wektora prze-
mieszczenia uy(-), ktora zalezy od zmiennej x,. Wszystkie wielkosci opisujace kompozyt
beda niezalezne od wspoirzednej x°.

Gradacja poprzeczna

Rozpatrzono przegrode, ktora zajmuje obszar @ = (0, H )x(0,L)x R. Wiasnosci ma-
teriatowe sktadnikdw opisane sa statymi sprezystosci Lamego i wynosza odpowiednio:
A =0,5035, up =0,2594, A, =0,128, u,, = 0,055

Architectura 14 (2) 2015



10 J. Witkowska-Dobrev, M. Wqgrowska

Przyklad 1. Przegroda sktada sig¢ z 27 warstw (L = 54 cm, H = 200 cm) o statej grubos¢

(),

2 +T' Przyjeto wa-

5 = 2 cm. Funkcja nasycenia dana jest w postaci v* (xz) =-
runki brzegowe na u,(:): u, (xl, 0, x3) =1L u, (x1,54, x3): 0,x'e (0,200), “eRr.

Wykres przemieszczenia wgz)(-) W27 1 Wy () ,bez” uwzglednienia efektu warstwy
brzegowej na ng przedstawiono na rysunku 2. Rozwiazanie Wgz) () spetnia warunki
brzegowe na ng (¢ = 0). Natomiast w, () dana wzorem (5), warunkéw brzegowych
nie spetnia.

i

|“'£2] | Wg

[E}) Sy

Rys. 2. Rozklad pola przemieszczenia w, (-) i w§2>(-) na brzegu I'Y
Fig. 2. Distribution of the displacement field w, (-) and w§2) () on boundary I

Rysunek 3 ilustruje réznice wzgledna pomiedzy rozwiazaniem wgz) () iw, () W pro-
centach dla danych wartosci &.

&=0cm &=5cm=25y
000001 T T T
T T T T T T 1 1 ] ]
, : . : . ! ‘ : :
B T e e o IR B | L b
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: SEIe Ll Al Rl .| B T 7
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Rys.3. Roznica wzgledna w procentach pomiedzy w, (-) i wgz) () dla danych wartosci &

Fig. 3.  The relative difference in percent between w, (-) and ne (-) for given data values &

Acta Sci. Pol.
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Z przedstawionych na rysunku 3 wykresdw wynika, ze zasieg efektu warstwy brze-
gowej nie przekracza 2,57. Poza nim rozwiazanie na przyblizone przemieszczenie mozna
przyja¢ w postaci otrzymanej w ramach modelu homogenizacji lokalnej [Wagrowska
i Witkowska-Dobrev 2011, 2012, Witkowska-Dobrev 201443, b].

Przyklad 2. Przegroda sktada sie z 200 warstw (L = 200 cm, H =200 cm) 02 statej grubosci
2

n =1 cm. Funkcja nasycenia v* () dana jest w postaci % (xz) = 1—(xL2)- Przyjeto wa-

runki- brzegowe na u; (-): uy (', 0,2° ) =1, 1, (x', 200,27 ) =0, ' € (0,200), ” € .

Wykres przemieszczenia Wgz) (-) w271 W, (+) nbez” uwzglednienia efektu warstwy brze-

gowej na ng przedstawiono na rysunku 4. Rozwiazanie Wgz) () spetnia warunki brze-

gowe na 1“82, (¢ =0), natomiast w, () warunkdéw brzegowych nie spetnia.

2 .
i iy

0.0038

0.0036

Rys. 4. Rozktad pola przemieszczenia w, (+) i wgz)(-) na brzegu I'y

Fig. 4.  Distribution of the displacement field w, (-) and wgz)(-) on boundary 7'y,

(2)

Rysunek 5 ilustruje roznice wzgledna pomiedzy rozwiazaniem wy ’ (-) i w, (-) w pro-
centach dla danych wartosci &.

&=0cm ¢&=15cm=1,5y
T T T
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Y ' ' Sy
= S, e S J = 000001 f - - - m - - - S - -YHi (LH1]1 —
\ 1
' ' : ' | !
E EERE L LR TP PR — ~0.00002 f - - -~ - - - - e Immm e e
[ [ [ ! I !
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Rys.5. Roznica wzgledna w procentach pomigdzy w; () i wgz) () dla danych wartosci &

Fig.5.  The relative difference in percent between w, (-) and Wgz) () for given data values ¢
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12 J. Witkowska-Dobrev, M. Wqgrowska

Z przedstawionych wykresdw wynika, ze zasieg efektu warstwy brzegowej w rozpa-
trywanym przyktadzie nie przekracza 1,5x.

Przyklad 3. Przegroda skfada sie z 27 warstw (L = 54 cm, H = 200 cm) o statej grubosci

()

L

n = 2 cm. Rozkiad nasycenia v* (-) dany jest w postaci v* (xz) =1- Przyjeto

warunki brzegowe na u, (-): u, (xl, 0, x3) =1, u, (xl, 54, x3): 0, x' € (0,200), x* € R

Wykres przemieszczenia wg2> (-) »27 P90y (+) ,,bez” uwzglednienia efektu warstwy brze-
gowej na ng przedstawiono na rysunku 6. Rozwiazanie Wgz) () spetnia warunki brzego-

we na ng. Rozwiazanie w, (-) warunkow brzegowych nie spetnia.

|w£2] | WQ

I
Rys. 6. Rozktad pola przemieszczenia w; (-) i w§2>(‘) na brzegu '),

Fig. 6.  Distribution of the displacement field , (-) and Wgz) (-) on boundary I

Rysunek 7 ilustruje roznice wzgledna pomiedzy rozwiazaniem Wgz) () i w, () W pro-
centach dla pewnych wartosci &.

F=0cm ¢=15cm=0,75y¢
v SR LI A A IR 1 ' i i i 5 5
i i i i il L g S M 1 1
o2 f------ :______:_______: ______ : ____i_l:l 1 ' ' 1 1
g ; | | ST B sxaeSpo---- - - S U HAHH +-d
S : : : ”VA*”*rhxf"\r"ull'l,!'”| Mol o LA
& I L o o R ° . : . 1 ]
s T i i i N | ' ' ' ! {
=, 1 I | ] = = . | | | |
= e e e etk Sl ~FHE SRl - -- - qm--- T Too--- Fin7 ==
_3:»:<-4 ...... _ __:__mal______J:_____J:_____:L_____:L ______ E“‘
PP SRS YOS SRS SOSN8 AR R
o 10 o 0 40 o L] 10 20 30 40 0
fem] [em]
- . ~ . 2 ‘i
Rys. 7. Roznica wzgledna w procentach pomigdzy v, () i Wg )() dla danych wartosci &

Fig. 7. The relative difference in percent between w, (-) and w§2) () for given data values &
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Zasieg efektu warstwy brzegowej w kompozytach warstwowych... 13

Z przedstawionych wykresow wynika, ze zakres efektu warstwy brzegowej w rozpa-
trywanym przyktadzie nie przekracza 0,75z.

Gradacja podtuzna

Przegroda zajmuje obszar Q = (0, L) x (0, H) x R, L = 200 cm, H = 200 cm, sktada
si¢ z 100 dwusktadnikowych warstw o statej grubosci # = 2 cm. Wtasnosci materiatowe
sktadnikow komponentdw opisane sa statymi sprezystosci Lamego i wynosza odpowied-
nio: Ag = 0,5035, ur = 0,2594, Ay = 0,128, 1y = 0,055.

Budowa kompozytéw o gradacji podtuznej implikuje, ze dla rozpatrywanych zagad-
nien jednowymiarowych zasieg obszaru, w ktérym nalezy uwzgledni¢ efekt warstwy
brzegowej, nie zmienia si¢ wzdtuz brzegu I“gl i F(;H, natomiast jest rozny na brzegach
Fgl i F(;H [Wagrowska i Witkowska-Dobrev 2011, 2012, Witkowska-Dobrev 2014a, b].

Przyklad 4. Funkcjia nasycenia v* (-) dana jest w postaci vX (xz) = (—0’8x2 +0,9j.
L
Przyjeto warunki brzegowe na u, (-) : u, (xl,o, x3) =2, u, (x1,200, x3) =0,x' € (0,200),

x> € R.Rozklad przyblizonych przemieszczen w () i Wl(z) () na brzegu Fgl i Féf przed-
stawiono na rysunku 8 [Wagrowska i Witkowska-Dobrev 2011, 2012, Witkowska-Do-
brev 2014a, b]. Rozwiazanie w!”) (-) spetnia warunki brzegowe na 7°Q, i I°j’, natomiast

rozwiazanie v, (-) dane wzorem (4) warunkéw brzegowych nie spetnia.

—T— ——— T T oEpT T T T
. . .

Rys. 8. Rozklad pola przemieszczenia w (-) iwl(Z)(‘) na brzegu I'Yy i I'! w pojedynczej war-
stwie kompozytu

Fig. 8. Distribution of the displacement field W, (-) and w,(z)(-) on boundary 7'y, and I'¥; in a
single layer of the composite

Rysunek 9 ilustruje wzgledne réznice przemieszczenia w (-) i W](Z) (-) w procentach
dla danych wartosci &.

Architectura 14 (2) 2015
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Rys.9. Roznicawzgledna w procentach pomigdzy w, (-) i Wl(z) (+) dla danych wartosci ¢ na brze-
gu Fgl i F(§1 w pojedynczej warstwie kompozytu

Fig.9.  The relative difference in percent between the solution v (-) and Wl(z) (+) for data values
& from boundary I'y; and I}’ in asingle layer of the composite

+0,9
L

Przyklad 5. Funkcja nasycenia dana jest w postaci v* (x2)= 1-

Przyjeto  warunki  brzegowe na  u,(-): u, (xl, 0, x° ) =2, u, (xl, 200, x3) =0,
x'€(0,200), X’ € R.

Rozklad pola przemieszczenia W1(2) (-) w27 i W () »bez” uwzglednienia efektu brze-
gowego na brzegach 1, i I} przedstawiono na rysunku 10.

1w )

)

Rys. 10. Rozklad pola przemieszczenia v (-) iwl(z)(~) na brzegu I'y, i I'Y, w pojedynczej war-
stwie kompozytu 5
Fig. 10. Distribution of the displacement field w; (-) and wl( )() on boundary 7' and 'Y, in a
single layer of the composite
Rysunek 11 ilustruje wzgledne réznice przemieszczenia w1(2) () im () w procentach
dla danych wartosci ¢&.
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0 - — H — —
dla brzegu 77, dlaé=1,2cm =0,65 dlabrzegu Iy’ dla¢=2,8cm =14y
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Rys. 11. Rdznica wzglqdna w procentach pomiedzy w; (-) 1w1(2)(-) dla danych wartosci & na
brzegu Fm i FO w pojedynczej warstwie kompozytu

Fig. 11  The relative dlf'ference in percent between the solution w, ( ) and W1(2) () data values & for
boundary I and I ina single layer of the composite

Z analizy przedstawionych wykreséw wynika, ze zakres, w jakim nalezy uwzgled-
ni¢ rozwiazanie uwzglqdnlaJ%:e efekt warstwy brzegowej dla brzegu FO , hie przekracza
0,67, natomiast dla brzegu 7y nie przekracza 1,44.

.8 (x2)2 +0,9j.
L

Przyklad 6. Rozktad funkcji nasycenia dany jest w postaci: v* (x2 ) = (—

Przyjeto warunki brzegowe na u, (-):u, (xl, 0, x° ) =2,u, (xl, 200, x3) :

Wartosci przyblizonych przemieszczen w (-) 1w(2)( -) na brzegach rdirt przed-
stawiono na rysunku 12.

Rys. 12. Rozklad pola przemieszczenia w (-) iwfz)(~) na brzegu 7’01 i I'y; w pojedynczej war-
stwie kompozytu X

Fig. 12. Distribution of the displacement field w; (-) and wl( )() on boundary I, and I'Y; in a
single layer of the composite

Rysunek 13 ilustruje wzgledna réznice przemieszczenia w, () i W1(2) () w procentach
dla danych wartosci ¢,

Z przedstawionych wykreséw wynika, ze zakres, w jakim nalezy uwzglednic¢ rozwia-
zanie uwzgledniajace efekt warstwy brzegowej dla brzegu Fgl, nie przekracza #, nato-
miast dla brzegu F(f’ nie przekracza 0,857.
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dla brzegu 77, dla¢=2,0 cm = 1,09 dla brzegu 1°f dla &= 1,7 cm = 0,85
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Rys. 13. ROanca wzglqdna w procentach pomigdzy w; () i wl( ) (+) dla danych wartosci & na brze-
gu Fm i FO w pojedynczej warstwie kompozytu

Fig. 13. The relative dlf'ference in percent between the solution w; ( ) and Wl( )( ) for data values ¢
from boundary 1“01 and 't in asingle layer of the composite

PODSUMOWANIE

W pracy rozpatrzono dwusktadnikowe wielowarstwowe kompozyty z funkcyjna gra-
dacja wtasnosci efektywnych. Biorac pod uwage przedstawione wyniki, mozna sformu-
towac¢ nastepujace wnioski koncowe:

1. W ramach modelu homogenizacji lokalnej nie mozna spetni¢ warunkoéw brzego-
wych na brzegach przecinajacych uwarstwienie. Wprowadzajac za Wozniakiem [Woz-
niak i in. 2008, 2010] réwnania efektu warstwy brzegowej, spetniono warunki brzegowe.
Rozwiazanie uwzgledniajace efekt warstwy brzegowej zaburza rozwiazanie otrzymane
w ramach homogenizacji lokalnej, jednak zaburzenia wystepuja tylko w bardzo matym
obszarze przylegajacym do brzegbéw przecinajacych uwarstwienie.

2. Przedstawione w pracy przyktady dotyczace badania zasiegu obszaru, w ktérym
nalezy uwzgledni¢ rozwiazanie z efektem warstwy brzegowej, maja charakter ilustracyj-
ny i nie moga by¢ traktowane jako ogolne stwierdzenia. Tak wigc zasieg efektu warstwy
brzegowej w przegrodach o gradacji poprzecznej w omawianych przyktadach znajduje
sie¢ w przedziale od 0,75 do 2,5 grubosci pojedynczej warstwy od kazdego z brzegéw
i zalezy od postaci funkcji nasycenia, liczby warstw i grubosci warstw, na jakie podzielono
kompozyt. Zasieg efektu warstwy brzegowej na obu brzegach przecinajacych uwarstwie-
nie jest taki sam, ale jednoczesnie jest rozny w réznych pojedynczych warstwach. Z kolei
zasieg efektu warstwy brzegowej w przegrodach o gradacji podtuznej w omaW|anych
przypadkach znajduje sie w przedziale od 0,6 do 1,5 grubosci warstwy od brzegu Fm,
a od brzegu F(f’ — w przedziale od 0,75 do 1,4 grubosci warstwy przecinajacych uwar-
stwienie, w zaleznoéci od postaci funkcji nasycenia, liczby i grubosci warstw, na jakie
podzielono kompozyt. Zasieg efektu warstwy brzegowej na obu brzegach jest rozny, ale
staty w kazdej warstwie w ramach danego brzegu.
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THE AREA OF EFFECT OF BOUNDARY LAYER FOR MULTILAYER
COM-POSITES FOR STATIONARY PROBLEMS

Abstract. The boundary layer effect for multilayered composites with transversal and lon-
gitudinal gradation of effective properties for stationary elastic problems was inves-tigated.
The consideration was reduced to the one-dimensional stationary problem within the frames
of the asymptotic variant of the tolerance modelling — local homoge-nization. The relative
difference between two solutions was investigated: the first one was obtained according the
asymptotic variant of the tolerance modelling — local homogenization and the second one
considered the boundary layer effect for the given type of gradation.

Key words: longitudinal gradation of properties, transverse gradation of properties, asymp-
totic variant of tolerance modelling, local homogenization, boundary layer effect, relative
difference.
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