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ANALIZA ZASIEGU WARSTWY BRZEGOWEJ
W KOMPOZYTACH Z PODLUZNA | POPRZECZNA
GRADACJA WLEASNOSCI

Joanna Witkowska-Dobrev
Szkota Gtowna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy rozpatrzono zagadnienie warstwy brzegowej w wielowarstwowej
przegrodzie budowlanej charakteryzujacej si¢ podituzna i poprzeczna gradacja wiasnosci
mechanicznych. Kazda warstwa rozpatrywanej przegrody zbudowana jest z dwdch izo-
tropowych, jednorodnych, sprezystych materiatéw. Rozwazania ograniczono do ptaskiego
stanu odksztatcenia. Przyjety model zostat zbudowany na podstawie metody asymptotycz-
nego usredniania tolerancyjnego. Zbadano wptyw budowy kompozytu na zasieg warstwy
brzegowej w obszarze kompozytu.

Stowa kluczowe: podtuzna gradacja witasnosci, poprzeczna gradacja wtasnosci, asympto-
tyczne usrednianie tolerancyjne, efekt warstwy brzegowej

WSTEP

W pracy rozpatrzono dwusktadnikowe kompozyty warstwowe z funkcyjna gradacja
wiasnosci mechanicznych. Analizie poddano dwa typy kompozytéw — z poprzeczna i po-
dituzng gradacja wiasnosci (rys. 1).

O kompozytach zatozono, ze sktadaja sie z dwu materiatdw liniowo sprezystych.
Przyjeto, ze modelem dla analizowanych kompozytdw jest statyczny model liniowej teo-
rii sprezystosci. W takim modelu formutuje si¢ zagadnienie: znalez¢ przemieszczenia
(badz naprezenia) ciata przy zadanych warunkach brzegowych (przemieszczeniowych
i/lub warunkach w naprezeniach).

W przypadku struktur warstwowo-niejednorodnych otrzymanie rozwiazan scistych
sformutowanego wyzej zagadnienia napotyka czesto na znaczne trudnosci spowodowane
funkcjami materiatowymi, ktdre sa nieciagte na matych obszarach okreslonosci. Wska-
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Rys. 1. Schemat kompo'zytéw o gradacji podtuznej i poprzecznej
Fig. 1. Scheme of composite with of longitudinal and transverse gradation

zane jest wigc poszukiwanie modeli uproszczonych. Jedna z metod prowadzaca do takich
modeli prostszych jest technika usredniania tolerancyjnego [Wozniak i in. (red.) 2008,
Wozniak i in. 2010].

METODYKA - MODEL USREDNIONY ROZWAZANYCH KOMPOZYTOW

Przyjmijmy, ze konfiguracja odniesienia kompozytu w trojwymiarowej przestrzeni
z kartezjanskim uktadem wspotrzednych jest obszar Q = Ex R, gdzie £ c R’. Bedziemy
rozpatrywac statyke kompozytéw w ptaskim stanie odksztatcenia. Przemieszczenia kom-
pozytow oznaczymy przez w = (W, w,).

Zgodnie z technika usredniania tolerancyjnego poszukiwane pole przemieszczen
przedstawimy w postaci:

W (x) = u, (x) + 2 (x) v, (x)
W, (X) = u, (x) + A (x)0, (x)

gdzie x = (x,, X,) oraz funkcje w, (), u, (), v, (-), v, ()€ C' (E) sa nowymi niewiadomymi,
afunkcja 4(-)e C°(E) jest znana funkcja ksztattu. Funkcje u, (+), u, () nazywamy prze-
mieszczeniami usrednionymi, a v, (-), v, (-) to amplitudy fluktuacji.

@)

Po zastosowania usredniania tolerancyjnego, opisanego w pracach Wozniaka i innych
(red.) [2008], Wozniaka i innych [2010], Wagrowskiej i Witkowskiej-Dobrev [2011,
2012], otrzymujemy nastepujacy uktad rownan na poszukiwane funkcje u,(-), u, (-):

(21“ + 1)0 U, + ((ﬂo + /i) ”2,1)52 +(ﬂo”1,z)az =0

((ﬂo + 2)“1,1)32 Tty ((2:“ + /1)”2,2)32 =0

O]
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W réwnaniach (2) wystepuja nowe wspoétczynniki, zwane modutami efektywnymi,
opisane w pracach Wagrowskiej i Witkowskiej-Dobrev [2011, 2012], kt6re odpowiednio

WYNosza:

(Zluk +ﬁR)(2ﬂM +/1M)
(20 + A)VY + (21, + Ay )VE

(u+1), =

= 2y +20,) AV + (2p, + )V A,
(g + A )WV + (24, + A, )VE

Qu+ )= 2y + A )V + (2p, + Ay )V

VA (A =)
(2t + A )WV + (2, + Ay )VE

2u+A=Qu+A)-

R—T
D" v

Natomiast fluktuacje v, (), v, (-) maja postac:

— dla gradacji podtuznej

Z)Iz

B vRyM y
(Ag +2ug VM + (A, +20,, ) vE
X[((Z”R +A) = (28 p + Ay ) Juy g (A g _EM)”z’z}
vRyM
Uy ==l || (g =ty )uyop + (g — Hyy )y
{(VRIUM_}_VM‘UR)][(( R M) 12 ( R M) 21)j|
— dla gradacji poprzecznej

v, =0

v, =( yEyM )J [((Zluk —2[uM)u2,2 + (ﬂk —/1R)M2,2):|

(ZVM,uR + ZVR,uM) + (ﬂRVM + A"

Kazda z warstw kompozytu ma stata grubos¢ #, n « L i sktada si¢ z dwdch izotropo-
wych, jednorodnych sktadnikéw noszacych nazwe matrycy oraz wzmocnienia.
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Funkcja v*(-), v* (xz)e [0,1], x* € [0,H], v" € C'([0,H]) jest funkcja opisujaca
srednia frakcje wzmocnienia w warstwie, natomiast v () opisuje srednig frakcje osno-
wy w warstwie i wynosi: v" (x*) =1-v"(x*), x” € [0, H].

W przypadku zagadnienia jednowymiarowego, gdy przemieszczenia zaleza tylko
od X%, réwnanie (2) redukuje sie do postaci:

((2:” + j')“2’2)’2 =0 ?3)

Po rozwiazaniu réwnania (3) pole przemieszczen w, (), w, (-) moze by¢ aproksymo-

wane w postaci:
— dla przypadku gradacji podtuznej
w, =W, = hMo,u, 4

w, =w, =uU,

— dla gradacji poprzecznej pola przemieszczenia w, () i w, (-) sa przyblizone przez

w, =W, =u, + hMo,u, ©)
wo=w=u +hy =0
gdzie wielkos¢ M przyjmuje postac:
R M
M=— vV (A = A)] (6)

(Ag + 21 WM + (A, + 20, VR

Oznaczmy dla gradacji poprzecznej przez I'y brzeg I, =[0,L]x{0}x R oraz przez
Iy brzeg Iy, =[0,L]x{H}xR.

Oznaczmy dla gradacji podtuznej przez Iy brzeg I'y =[0,H]x{0}x R oraz przez
Iy, brzeg Iy =[0,H]x{L}xR.

W obu przypadkach przemieszczenie w, () nie spetnia warunkéw brzegowych na
brzegach Iy i I'y,. W celu usunigcia tego mankamentu zmodyfikujmy, zgodnie z praca
Wozniaka [2010b], przemieszczenie w!”:

w =W +hq, = hMO u, +hg, @

gdzie g, () jest nieznanym polem, ktére wyznaczamy z réwnania:

((2u+ A1) gy =(()" ) g, =0 ®)
z warunkami:
49, P = _Mazuz P i gq o = —M82u2 o %)

Rdwnania (8) i (9) opisuja tzw. efekt brzegowy.
Podobnie postgpujemy z przemieszczeniem wf’ () w przypadku gradacji po-
przecznej.

Acta Sci. Pol.
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Przyjmujemy:

W =, +hg, =u, +hMd u, + hq, (10)

Nieznane pole ¢, () wyznaczamy z réwnania:

<(2,Lt +4) h2>q2’§§ _<(h’z )2 /u> q,=0 (11)
z warunkami brzegowymi na Iy i I";, odpowiednio:

q, = _Mazuz

o i q,|. =—Mdu, o (12)

0 0
F() FII

Zbadamy teraz, rozpatrujac przyktady, jak zmienia sie obszar wystepowania efektu
brzegowego, w zaleznosci od typu gradacji, wiasnosci mechanicznych oraz nasycenia
sktadnikami w komdrce.

ANALIZA - WYNIK BADAN

Rozpatrzmy przegrode dwusktadnikowa o podtuznej gradacji wiasnosci, ktéra zajmu-
je obszar Q = (0, L)x (0, H)x R, L =200 cm, H =200 cm.

Zalozmy, ze state materialowe sktadnikéw wynosza odpowiednio: A4, =0,5035,
M, =0,2594, 4, =0,128, u, =0,055.

Rozktady frakcji (funkcje nasycenia) przyjmuja postac:

o)=L L 0a ] v () c1mvr ()

B

Niech ponadto przegroda skiada si¢ ze 100 dwusktadnikowych warstw o statej gru-
bosci n =2 cm.

Przyjmujemy nastepujace warunki brzegowe: u,(x*, 0, x}) = 2; u,(x%, 200, x}) = 0;
x'e€(0,200)=0;x* R
oraz

—188,18081 In [o, 75411+ 0,003063 x2] —-273,7711n [1,824 —0,003064 xz]] ]
+1

u, (0, ¥, x°) = [—0,0049303[

+188,1808 In (0,1415 +0,003064 xz) - 1n(1,216+ 0,003063 xz)

~188,18081 In[ 0,75411+0,003063 x* | - 273,771 In[ 1,824 - 0,003064 x” |
u, (200, ¥, x*) = | -0,0049303 +1

+188,1808 1n(0,1415 +0,003064 x*) - ln(l,216 +0,003063 x°)

Rozpatrywany laminat nie jest periodyczny. Mikrostruktura laminatu o podtuznej gra-
dacji ma wiasnosci periodyczne w kierunku osi x*. Rozwiazania przedstawiono wiec dla
pojedynczej komorki.

Architectura 13 (2) 2014
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Jak juz zaznaczylismy, rozwiazanie (4) w postaci przemieszczen w, () i w,(-) nie
spetniania warunkow na brzegach Iy i I";, (przecinajacych uwarstwienie).

Rysunek 2 przedstawia wykres przyblizonego pola przemieszczenia w, (). Ramka zo-
stat zaznaczony rozkiad pola przemieszczenia W, (-) w obszarach przy brzegu I'y i I7,.
Przemieszczenia w, (-) przedstawiono na rysunku 3.

Rozwiazanie dla poTaqrzémieszczenia , (1) bez

uwzglednienia efektu warstwy brzegowej

Rys. 2. Przyblizony rozktad pola przemiesz- Rys. 3. Przyblizony rozktad pola prze-
czenia w, () mieszczenia w, ()

Fig. 2. The approximate distribution of the Fig. 3.  The approximate distribution of
displacement field W, (-) the displacement field W, ()

Rozklad przemieszczenia w” () z uwzglednieniem i bez uwzglednienia efektu brze-
gowego na I, przedstawiono na rysunku 4. Otrzymane rozwiazanie spetnia warunki
brzegowe (9) na I'y (&= 0). Z kolei rozwiazanie réwnania (4), oznaczone na rysunku
jako w, (-), warunkéw brzegowych nie spetnia. Wykres w” () nabrzegu I\ przegrody
nie ma oscylacji, co jest konsekwencja zastosowanej formuty (7).
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Rys. 4. Rozklad pola przemieszczenia v, (-) i wi” nabrzegu I
Fig. 4.  Distribution of the displacement field #, () and w” on boundary I
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Rysunki 5a i 5b przedstawiaja przemieszczenie wfz) () nabrzegu I} i I';,. Ramkana
rysunku 5a zaznaczono rozwiazanie dla pola przemieszczenia wl(z) (-) w obszarze przyle-
gajacym do brzegu Iy, a na rysunku 5b —do brzegu ;. Zasieg warstwy brzegowej nie
jest duzy. W odlegtosci réwnej 0,87 od brzegu 7'y i0,357 od brzegu I}, efekt brzegowy
moze by¢ pominigty. Jest on jednak rozny dla brzegéw I i I,

Rys.5. Rozklad pola przemieszczenia w” przy brzegach:a— I, b— I,
Fig.5.  Distribution of the displacement field w” near boundary: a— I, b— I,

Poréwnujac rozwiazanie przedstawiajace przyblizony rozktad pola przemieszczenia
W, (-) oraz rozwiazanie w postaci wl(z) przy brzegu I'y i I';, mozemy wyznaczy¢ ich
roznice (rys. 6).
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Rys. 6. Réznica migdzy przyblizonym rozkladem pola przemieszczenia W, () a rozwiazaniem
w postaci w”’ dla brzegow: a— I'’, b— I,

Fig. 6.  The differences between the approximate distribution of the displacement field w, (-) and
solution in the form of w” on the boundary:a— 10, b - I,

I tak wzgledna réznica rozwiazan w, (1) i w” (-) dla odlegtosci ¢ = 0,8y przy brze-
gu Iy i dla odlegtosci ¢ = 0,357 przy brzegu Ij, wynosi odpowiednio 0,000474 i 0,43
(rys. 7).

Architectura 13 (2) 2014
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Rys. 7. Wazgledne réznice migdzy rozwiazaniami w, (-) i w,(z) odpowiednio: a — dla brzegu I,
b —dla brzegu I,

Fig. 7. The relative differences between the solution v, (-) and w” in distance ¢ = 0,8y from
boundary I'{ and &= 0,35y from boundary I, respectively:a— Iy, b— I},

Rozpatrzmy teraz przegrode o poprzecznej gradacji wiasnosci. Przegroda zajmuje ob-
szar Q= (0, L) x (0, H) x R, L =54 cm, H = 200 cm. Wtasnosci materiatowe przyjeto jak
poprzednio.

()
M

IE Y (x2)=1—VR(x2). Zatoz-

my, ze przegroda sktada sie z 27-dwusktadnikowych warstw o statej grubosé¢ n =2 cm.
Przyjeto nastepujace warunki brzegowe:

Rozkiad frakeji przyjeto w postaé v* (x*) =1-

uz(xl,O,xS)zl; uz(xl,54,x3)=0; x]E(O,ZOO); x e R;

w, (0, x°, ') = [—0,000332[

-132,0976 1n[0,638—0,0031 x2]+ 262,270 1n[1,584—0,0031 x2] ] ]
+1

+132,097 1n[0,6381+ 0,0031 x2]—262,2701 1n[0,9718 +0,0227 x2]

+132,097 1n[0,6381 +0,0031 x2]—262,2701 1n[0,9718+0,0227 x2]

u,(H, x*, x*) = [—0,000332[

~132,0976 1n[0,638—0,003 1x2] +262,270 1n[1,584—0,0031 x2] ] ]
+1

Wykres przemieszczenia w, (-) przedstawiono na rysunkach 8 i 9.

Wykres przemieszczenia z uwzglednieniem i bez uwzglednienia efektu warstwy
brzegowej na 1"y zaprezentowano na rysunku 10. Rozwiazanie wf) () spetnia warunki
brzegowe na I’y (& = 0). Z kolei rozwiazanie réwnania (5), 0znaczone na rysunku jako
W, (-), warunkéw brzegowych nie spetnia. Wykres W (-) na brzegu Iy przegrody nie
ma oscylacji, co jest konsekwencja zastosowanej formuty (10). Na brzegu ), wykresy
przemieszczen przedstawiaja Si¢ identycznie.

Rysunki 11a i 11b przedstawiaja rozktad pola przemieszczenia wf) (). Ramka na ry-
sunku 11a zaznaczono przemieszczenie wf) (-) w obszarze przylegajacym do brzegu ry,
anarysunku 11b —do brzegu I},. Zasieg warstwy brzegowej nie jest duzy. W odlegtosci
réwnej 2,57 od brzegu I') i I'j efekt brzegowy moze by¢ pominiety.
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Rt N

Brak efektu warstwy b'rzegowej

Rys. 8. Rozklad pola przemieszczenia 1w, (1) Rys.9. Rozkiad pola przemieszczenia 1w, ()

dla x® = const x* = const dla x® = const
Fig. 8.  Distribution of the displacement field  Fig. 9.  Distribution of the displacement field
W, () for x* = const x* = const W, (-) forx® = const

Rys. 10. Rozklad pola przemieszczenia w, (-) i wf) () nabrzegu Iy

Fig. 10. Distribution of the displacement field W, () and w!”’ () on boundary I}

b

N

Efekt warstwy brzegowej

Rys. 11. Rozklad pola przemieszczen wi’ ()
Fig. 11. Distribution of the displacement field w{” ()
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Poréwnujac rozwiazanie przedstawiajace rozklad pola przemieszczenia w, (-) oraz
rozwiazanie w postaci wf) w odlegtosci 2,5 5 od brzegu Iy i Iy, mozemy wyznaczyé
ich roznice (rys. 12). Dla takiej przegrody wystapi taka sama roznica wzgledna zaréwno
na jednym, jak i na drugim brzegu.

T T T T T
R U S P Hai oo
210 -~ Ll DEEERE e SR
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Rys. 12. Réznica wzgledna migdzy rozktadem pola przemieszczenia w, (-) a rozwiazaniem w po-
staci w” dla &= 2,59

Fig. 12. The relative difference between distribution of +, (-) and w) for ¢= 259

PODSUMOWANIE

Wprowadzenie do opisu kompozytu o poprzecznej lub podtuznej gradacji witasnosci
materiatowych modyfikacji w postaci uwzglednienia tzw. efektu warstwy brzegowej po-
woduje, ze rozwiazania zmodyfikowanych réwnan spetniaja warunki brzegowe na brze-
gach przecinajacych uwarstwienie. Analiza zagadnienia wykazata, ze wptyw warstwy
brzegowej na przemieszczenia szybko zanika.

Na zasieg warstwy brzegowej w przypadku analizowanych laminatéw nie ma wpty-
wu ani nasycenie frakcjami materiatowymi, ani liczba warstw, z jakich sktada si¢ kom-

pozyt.
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ANALYSIS FOR AREA OF BOUNDARY LAYER EFFECT IN COMPOSITES
WITH LONGITUDINAL AND TRANSVERSAL GRADATION OF
PROPERTIES

Summary. The effect of boundary layer for multilayered wall with transversal and longitu-
dinal gradation of effective properties was for stationary elastic problems was investigated.
Every layer of considered wall was made of two isotropic, homogeneous elastic materials.
The considerations were reduced to the plane strain problem. The adopted model was based
on the method of asymptotic tolerance averaging. The influence of structure of composites
for the area of boundary layer effect was discussed.

Key words: longitudinal gradation property, transverse gradation property, the asymptotic
tolerance averaging, the effect of boundary layer
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