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WP YW ROZWARSTWIENIA LAMINATU 
NA PRZEWODZENIE CIEP A

Beata Kufel1
Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Przedmiotem rozwa a  s  laminaty periodycznie dwuwarstwowe, w których 
defekty mog  wyst pi  na powierzchniach mi dzy warstwami. Celem pracy jest opisanie 
wp ywu takich defektów na przewodzenie ciep a. Mi dzywarstwowe defekty (w tym roz-
warstwienie) modeluje si  dostatecznie cienk  warstw , której w asno ci termiczne opisuje 
dostatecznie ma y nieznany wspó czynnik przewodno ci cieplnej. W pracy przedstawiono 
równania modelowe opisuj ce wp yw rozwarstwienia na przewodnictwo cieplne, zawiera-
j ce pewn  now  sta  charakteryzuj c  stopie  rozwarstwienia b d  stopie  wyst powa-
nia defektów.

S owa kluczowe: laminaty, przewodnictwo ciep a, homogenizacja lokalna, defekty mi -
dzywarstwowe

WST P

W pracy rozwa ane b d  laminaty periodyczne z mi dzywarstwowymi defektami. 
W asno ci termiczne warstw opisuj  ciep o w a ciwe i wspó czynnik przewodno ci 
cieplnej. W poszczególnych warstwach s  one ró ne, ale sta e. Do modelowania prze-
wodnictwa cieplnego w takim laminacie zastosowano pewne podej cie asymptotyczne, 
którego wynikiem b dzie nieci g e na interlaminach pole temperatury. 

Problem opisu i analizy laminatów z mi dzywarstwowymi defektami nie jest nowy 
w termomechanice. Mo na tu wskaza  na prace po wi cone pojedynczym lub wielokrot-
nym sztywnym inkluzjom lub szczelinom, znajduj cym si  na jednej powierzchni o rod-
ka niejednorodnego. Wykaz tych prac znajduje si  m.in. w opracowaniu Kaczy skiego 
i innych [1995]. Inne podej cie do modelowania problemu kontaktu mi dzy laminami 
przedstawiaj  prace Naniewicza i Wo niaka [1988] oraz Wo niaka [1995].
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W pracy przedstawiono zmody  kowane równania modelowe opisuj ce wp yw roz-
warstwienia na przewodnictwo cieplne, zawieraj ce pewn  now  sta  charakteryzuj c  
stopie  rozwarstwienia b d  stopie  wyst powania defektów.

METODA MODELOWANIA

Przyjmijmy, e k   = (0, L) × , 
 R2 z uk adem wspó rz dnych Ox, x1, x2, x L), (x1, x2) .

Laminat sk ada si  z dwu powtarzaj cych si  lamin o grubo ciach l  i l , których 
w asno ci termiczne opisuj  ciep o w a ciwe oznaczone odpowiednio c  i c  oraz wspó -
czynnik przewodno ci cieplnej k  i k . Wida  st d, e komórk  periodyczno ci jest 
w rozwa anym przypadku przedzia  d ugo ci l = l  + l  (rys. 1).

Wspó czynnik przewodnictwa cieplnego jest funkcj  periodyczn  k = k(x) okre lon  
w przedziale (0, l) w nast puj cy sposób: dla x  (0, l ) funkcja przyjmuje warto  k  
oraz dla x  (l , l) – warto  k . Analogicznie de  niuje si  funkcj  ciep a w a ciwego 
c = c(x).

Oznaczmy przez  = (x, x1, x2, t) temperatur  wzgl dn . Jest ona funkcj  :
 × < t0, t1> R, gdzie <t0, t1> jest przedzia em czasu oraz (x, x1, x2) , t t0, t1.

Klasyczny model przewodnictwa cieplnego sk ada si  z równa  konstytutywnych dla 
strumienia ciep a:

1 2
1 2; ; q k q k q k  (1)

oraz równania bilansu

2 2
1 2( ) 0tk k k c  (2)

gdzie przez ,  oznaczono pochodne odpowiednio po x i x ,  = 1, 2.
Równanie (2) jest znanym równaniem ró niczkowym Fouriera o zmiennych wspó -

czynnikach przewodzenia ciep a w przewodnikach niejednorodnych. Przedstawiony mo-
del jest na tyle skomplikowany, e uzasadnione jest poszukiwanie modeli prostszych. 

Rys. 1.  Fragment laminatu periodycznie dwuwarstwowego
Fig. 1.  A fragment of a periodic lamina
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W przypadku niejednorodno ci periodycznej stosowanymi metodami upraszczaj cymi s  
takie metody, jak: metoda modu ów efektywnych, homogenizacja asymptotyczna lub ho-
mogenizacja nieasymptotyczna, do której nale y oparta na analizie niestandardowej me-
toda nazywana metod  parametrów mikrolokalnych, oraz technika u redniania toleran-
cyjnego. W pracy przedstawiono najpierw model dla przewodników warstwowych bez 
defektów, skonstruowany metod  parametrów mikrolokalnych, opisany przez Nagórko 
i Piwowarskiego [2006].

Punktem wyj cia w tej konstrukcji jest zast pienie nieznanej funkcji temperatury  
przez dwie funkcje skalarne , ,  obie okre lone w obszarze 1 , ot t  w nast -
puj cy sposób:

1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ( ) ( , , , )x x x t x x x t h x x x x t  (3)

gdzie funkcja h(x) jest funkcj  skalarn , periodyczn  o okresie l i oscyluj c , tak e:

0 ( ) 0l h x dx

Ponadto za o ymy, e funkcja h(x) przyjmuje warto ci rz du O(l), a warto ci funkcji  
 i  dla l << 1 w przedziale (x – l/2, x + l/2) 0, L) s  w przybli eniu sta e.

Funkcj   nazywa si  temperatur  u rednion , funkcj   – parametrem mikrolokal-
nym, a h – funkcj  kszta tu.

Korzystaj c z powy szych za o e  oraz metody parametrów mikrolokalnych, mo na 
wykaza , e uk ad równa  na poszukiwane funkcje  i  przyjmie posta :

2 2 2
1 2( )  0tk k h c  (4)

2 ( ) 0k h k h

gdzie dla dowolnej funkcji periodycznej f = f(x), x (0, l) przez < f > oznaczono:

0
( )

l
f f x dx

Z równania (4)2 mo na wyznaczy  funkcj  :

0  (5)

gdzie 2
0 / ( )k h k h

Podstawiaj c wyliczon  funkcj  (5) do równania (4), otrzymamy równanie na tempe-
ratur  u rednion  :

2 2 2
0 1 2 ( )  0tk k c  (6)

gdzie 0 0 .k k k h
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Równania (3), (5) i (6) opisuj  model uzyskany metod  parametrów mikrolokalnych 
przewodzenia ciep a w laminacie periodycznym. Model ten jest przydatny po wskazaniu 
funkcji kszta tu. W przypadku laminatów dwuwarstwowych za funkcj  kszta tu h mo na 
przyj  funkcj  periodyczn  okre lon  nast puj co: dla x (0, l ) funkcja przyjmuje 
warto ci l(1 – 2x/ l ), a dla x (l , l) – warto ci l(2x/l  – 2l/l  + 1).

Przy tak obranej funkcji kszta tu oraz wprowadzaj c oznaczenia / , /l l l l ,  
wyst puj ce w równaniach (4) i (6), mo na obliczy  sta e:

0

2

1 ; ; 
/ /

2( ); ( ) 4

k k k k c c c
v k v k

k kk h k k k h
 (7)

Zauwa my, e gdy k  = k  = k, wtedy 0 = 0 i k0 = < k > = k. Podobnie jest, gdy 
1 0.

PRZEWODNICTWO CIEPLNE W LAMINATACH PERIODYCZNIE 
DWUWARSTWOWYCH Z DEFEKTAMI MI DZYWARSTWOWYMI

Mi dzywarstwowe defekty (w tym rozwarstwienie) b dziemy modelowa  cienk  
warstw  o grubo ci , której w asno ci termiczne opisuje nieznane ciep o w a ciwe c  
i wspó czynnik przewodno ci cieplnej k . Za ó my, e  << l.

W konsekwencji przyjmijmy, e komórk  periodyczno ci jest teraz odcinek d ugo ci l 
= l  + l  + 2 , gdzie przez  oznaczono grubo  wprowadzonej my lowo cienkiej warstwy 

cz cej laminy przewodnika.
Niech komórek periodyczno ci b dzie p, p = L/l. Oznaczmy przez xi, i = 1, 2, ..., p, 

kolejne rodki komórek periodyczno ci le ce na osi x (rys. 2). Zbiór tych punktów ozna-
czymy przez:

{ ; /2 ( 1) , 1, 2, ..., }i ix x l i l i p

Zde  niujmy nasycenie /l  warstwy cz cej dwie laminy. Po wprowadzeniu 
dodatkowej warstwy o grubo ci  ciep o w a ciwe i wspó czynnik przewodnictwa ciepl-
nego s  tak e funkcjami periodycznymi. 

Dekompozycj  temperatury przyjmiemy teraz w postaci zmody  kowanej:

1 2 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , )x x x x x x g x x x x g x x x x  (8)

gdzie wyst puj  dwie funkcje kszta tu g i g  oraz dwa parametry mikrolokalne  i .

Funkcj  g de  niujemy analogicznie do h. Jej wykres przedstawiono na rysunku 3. 
Natomiast wykres funkcji g  przedstawiono na rysunku 4.
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Rys. 2.  Komórka periodyczno ci z warstw  po redni
Fig. 2.  The basic cell with interlaminar layer

Rys. 3.  Wykres funkcji kszta tu g
Fig. 3.  Diagram of  uctuation shape function g

Rys. 4.  Wykres funkcji kszta tu g
Fig. 4. Diagram of  uctuation shape function g
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Uk ad równa  na nieznane parametry mikrolokalne  i  otrzymamy z warunków 
ci g o ci strumienia ciep a na powierzchniach x = xi – l/2 + l /2 oraz dla x = xi – l /2 
w postaci:

1 1 1( ) ( ) ( )k k O

1 1 1( ) ( ) ( )k k O

Wyznacznik tego uk adu jest wi kszy od zera: 

0k k k k k

Rozwi zaniami uk adu s  funkcje:

,

gdzie:

0 0
k kk  (9)

0

0

k k
k k

 (10)

Zauwa my, e je eli 00, to 0 i wtedy .

Równania modelowe przyjm  teraz posta :

1
0

2
1

3
2

2 2 3
1 20 ( ) 0

eff

eff
t

q k

q k

q k

k k c

 (11)

gdzie

0
effk k k g k g  (12)
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Wyst puj ce w sta ej efektywnej (12) wielko ci s  okre lone wzorami (9) i (10) oraz

2k k k k

U rednione ciep o w a ciwe < c >, wyst puj ce w równaniu (11), jest równe 
2 .c c c c

PRZEJ CIE GRANICZNE

Przej cie asymptotyczne wykonamy, przeprowadzaj c skalowanie. Przyjmijmy 
 = 1/n, n = 1, 2, ... Zast pmy l,  przez l,   oraz wprowad my funkcje:

( ), ( ), ( ), ( )g g k c

Sk adowe strumienia ciep a dla ka dego  = 1/n, n = 1, 2, ..., mo na teraz przedstawi  
w postaci:

1
1 1 1( ) ( )q k g g O

2
2 ( )q k O

3
3 ( )q k O

Równie  uk ad równa  na  i  otrzymamy z warunków na ci g o  strumienia 
ciep a:

( )

( ) 2

k k k kk k

k k k kk k

 (13)

gdzie przez  oznaczono granic  ilorazu k , przy 0 i 0k .

Granic  t , o ile istnieje, mo emy przyj , za miar  defektów.

Rozwi zuj c uk ad (13), otrzymujemy:

;

gdzie:

0
0 0

0
( ) ;k k kk

k
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Modu  efektywny (12) jest teraz równy:

2
0 00

0

11 ( ) ( ) ( )eff k kk k k k k k k
k

 (14)

Cz on 2
0

0

1( ) ( ) ( )k kk k k k k
k

 w wyra eniu (14) mo na trakto-

wa  jako wielko , która w formalny sposób opisuje wp yw defektów na przewodzenie 
ciep a w laminacie.  Powi zanie go z rzeczywistym przebiegiem temperatury w lamina-
cie z defektami powinno nast pi  w wyniku bada  eksperymentalnych. 

PODSUMOWANIE

W pracy skonstruowano model opisuj cy mi dzywarstwowe defekty w laminatach 
periodycznie dwuwarstwowych. Wyprowadzony model pozwala bada  wp yw takich de-
fektów na przewodzenie ciep a. W asno ci termiczne warstw opisuj  ciep o w a ciwe 
i wspó czynnik przewodno ci cieplnej. W poszczególnych warstwach s  one ró ne, ale 
sta e. Mi dzywarstwowe defekty (w tym rozwarstwienie) opisano dostatecznie cienk  
warstw , której w asno ci termiczne opisuje dostatecznie ma y nieznany wspó czynnik 
przewodno ci cieplnej. Termin „dostatecznie ma y” wskazuje, e zastosowano w mode-
lowaniu podej cie asymptotyczne. W pracy przedstawione zosta y zmody  kowane rów-
nania modelowe opisuj ce wp yw rozwarstwienia na przewodnictwo cieplne, zawieraj ce 
pewn  now  sta , charakteryzuj c  stopie  rozwarstwienia b d  stopie  wyst powania 
defektów.
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ON A CERTAIN MODEL OF HEAT CONDUCTION IN LAMINATED MEDIA 
WITH INTERLAMINAR DEFECTS 

Abstract. In this contributions, the object of analysis will be restricted to the heat conduc-
tion in two component laminates with a periodic structure. The non-ideal contact between 
adjacent laminae is modelled by a suf  ciently thin interlaminar layer made of an extra 
material with a suf  ciently small heat conductivity when compared to lamina materials. 
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The aim of this presentation is to propose a re  ned version of the aforementioned modelling 
procedure in which its justi  cation is included into the obtained model equations.

Key words: heat conduction, the local homogenization, composite, interlaminar defects
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