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MODEL ASYMPTOTYCZNY PRZEWODNICTWA 
CIEPLNEGO W O RODKACH WIELOSK ADNIKOWYCH 
O FUNKCYJNEJ GRADACJI W ASNO CI 
MATERIA OWYCH

Vazgen Bagdasaryan, Wies aw Nagórko
Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Przedmiotem rozwa a  s  o rodki niejednorodne z o one ze sk adników jed-
norodnych. Rozk ad tych sk adników w o rodku mo na opisa  funkcjami wolnozmienny-
mi. W pracy skonstruowano model przewodnictwa cieplnego, w którym zamiast równania 
Fouriera o nieci g ych, skokowo zmieniaj cych si  wspó czynnikach wyst puje równanie 
o wspó czynnikach ci g ych i wolnozmiennych. Wp yw niejednorodno ci o rodka na tem-
peratur  opisano dodatkowymi funkcjami, które wyznaczono, znaj c temperatur  u rednio-
n , ze wzorów podanych w sposób jawny. W szczególnym przypadku, o rodka periodycz-
nego, równanie przewodnictwa cieplnego ma znan  posta , ze sta ymi wspó czynnikami. 
W pracy przedstawiono proste przyk ady rozwi za  numerycznych.

S owa kluczowe: równanie Fouriera, materia y typu FGM, u rednianie tolerancyjne

WST P

Praca po wi cona jest materia om niejednorodnym, z o onym ze sk adników jedno-
rodnych, a wi c kompozytom. Rozwa ane kompozyty nie maj  jednak struktury dowol-
nej, ale tak , w której mo na wydzieli  powtarzaj ce si  elementy o zmieniaj cych si  
w asno ciach termicznych w sposób funkcyjny. 

Z ró nych metod homogenizacyjnych, jakie mog  tu by  zastosowane do modelowa-
nia, wybrano metod  u redniania tolerancyjnego [Wo niak i Wierzbicki 2000, Wo niak 
i in., red. 2008].

W pracy przedstawiono równania u rednione przewodnictwa cieplnego w o rodkach 
dwusk adnikowych typu szachownica, materia ach zbrojonych pr tami oraz laminatach.
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Gospodarstwa Wiejskiego, Wydzia  Budownictwa i In ynierii rodowiska, Zak ad Mechaniki, 
ul. Nowoursynowska 159, 02-776 Warszawa, e-mail: vazgen_bagdasaryan@sggw.pl
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O RODEK WIELOSK ADNIKOWY TYPU FGM

Kon  guracj  o rodka b dzie obszar  R3,  = (0, L1) × (0, L2) × (0, L3). B dziemy 
rozwa a  materia y z o one z po czonych sk adników b d cych prostopad o cianami 
o wymiarach lk, k = 1, 2, 3. Wymiary lk s  ustalone, czyli lk, k = 1, 2, 3 s  liczbami oraz 
L1 = n1l1, L2 = n2l2, L3 = n3l3, gdzie nk, k = 1, 2, 3 s  liczbami naturalnymi takimi, e 
lk << Lk, k = 1, 2, 3. Oznacza to, e prostopad o cianów w rozpatrywanym o rodku jest 

du o,  (rys. 1a).

B dziemy rozwa a  tak e o rodki z o one z po czonych belek o wymiarach prze-
kroju l ,  = 1, 2 i d ugo ci L3 b d  po czonych warstw o grubo ci l1 i pozosta ych 
wymiarach L2, L3 (rys. 1b).

Oznaczmy rodki prostopad o cianów o wymiarach lk, przez , i = 1, 2, ..., 
n1 · n2 · n3. Wtedy ka dy z tych prostopad o cianów mo na zapisa  jako zbiór:

3 3 31 1 2 2
1 1 2 2 3 3, ( ,  ) ( ,  ) ( ,  )

2 2 2 2 2 2
i i i i i i i il ll l l lR x x x x x x  (1)

Dla o rodka z o onego z belek elementem powtarzaj cym si  jest prostok t, który 
mo na zapisa :

2 1 1 2 2
1 1 2 2, ( ,  ) ( ,  )

2 2 2 2
i i i i i il l l lR x x x x  (2)

gdzie:  s  jego rodkami.

Rys. 1.  Kon  guracja przewodnika: a – schemat ca ego przewodnika, b – pojedyncza komórka
Fig. 1.  Conductor’s con  guration: a – whole conductor’s diagram, b – a single cell
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Z kolei dla laminatu powtarzaj cym si  elementem jest odcinek o rodku  w po-
staci:

 (3)

gdzie i = 1, 2, ..., n1.
Za ó my dalej, e ka dy z obszarów  mo na podzieli  na sk adniki p asz-

czyznami równoleg ymi do odpowiednich osi wspó rz dnych oraz przechodz cymi przez 
punkty podzia u kraw dzi elementów  lub  tak, e punkty te de  niuj  odcinki 
o d ugo ci . Zachodzi wtedy:

 (4)

Prostopad o ciany o wymiarach l1a, l2b, l3c, prostok ty l1a, l2b i odcinki o d ugo ci l1a  
oznaczymy odpowiednio przez: 

Je eli wymiary obszarów  s  takie same w ka dym obszarze, to mamy 
do czynienia z o rodkiem periodycznym. Elementem reprezentatywnym albo komórk  
periodyczno ci jest wtedy  lub analogicznie  
i  – rysunek 1b.

Dla o rodków periodycznych mo na zde  niowa  komórk  periodyczno ci w punkcie  

 takim, e 1 1 2 2
1 1 1 2 2 2( , ) (0, ),    ( , ) (0, ),

2 2 2 2
l l l lx x L x x L  

w postaci:

W pracy rozwa a  b dziemy o rodki nieperiodyczne, czyli takie, dla których liczby  
l1a, l2a, l3a mog  by  ró ne w ró nych elementach , spe niaj ce jednak warun-
ki (4).

O sk adnikach  za o ymy, e s  jednorodne. Oznacza to, e w asno-
ci materia owe o rodka: g sto  masy ( ), ciep o w a ciwe (c), sk adowe tensora prze-
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wodnictwa cieplnego  s  w  sta e. I tak dla abc 
mamy:

 (5)

Podobnie jest dla 
Je eli istniej  co najmniej dwa elementy  dla których zachodzi 

przynajmniej jeden z warunków , ana-
logicznie dla  oraz dla  

to taki o rodek nazwiemy wielosk adnikowym.

Oznaczmy przez  nasycenie sk adnikiem  komórki :

 (6)

gdzie  jest obj to ci  sk adnika abc w prostopad o cianie i. Oczywi cie dla ka -
dego i = 1, 2, ..., n1 · n2 · n3 zachodzi równo :

 (7)

Podobnie de  niujemy  oraz . 
Na niejednorodno  o rodka narzucimy ograniczenia w postaci za o enia, e funkcje 

 okre lone na dyskretnym zbiorze punktów , lub ,
maj  ci g e i ró niczkowalne ekstrapolacje do funkcji okre lonych w ca ym obszarze . 
Oznaczymy je przez . Tak wi c:

 (8)

O rodki opisane relacjami (1) – (8) nazywa  b dziemy o rodkami wielosk adnikowy-
mi o funkcyjnej gradacji w asno ci materia owych.



Model asymptotyczny przewodnictwa cieplnego...                                                      7

Architectura 12 (3) 2013

Tak zde  niowane o rodki powinny tak e spe nia  dodatkowe warunki narzucone 
na struktur  niejednorodno ci w komórce, czyli wzajemne rozmieszczenie sk adników 
w komórce [Jikov i in. 1994].

O RODKI DWUSK ADNIKOWE

Jednym z najprostszych przyk adów cia  wielosk adnikowych s  kompozyty dwu-
sk adnikowe. Rozpatrzmy przypadek cia a, w którym element  z o ony jest z o miu 
prostopad o cianów jednorodnych, po cztery dla obu materia ów, naprzemiennie roz-
o onych. Sk adniki te maj  wymiary:  (rys. 2). Rozpatrz-

my równie  cia o, w którym element  z o ony jest z czterech cz ci ab, a, b = 1, 2 
o wymiarach  (rys. 3).

Je eli za o ymy, e elementy ab s  zbudowane z dwu ró nych materia ów, to mamy 
do czynienia z o rodkiem dwusk adnikowym typu szachownica (rys. 4a), zbrojonym 
(rys. 4b) lub laminatem (rys. 4c). 

Rys. 2. Schemat pojedynczej ko-
mórki – 3D

Fig. 2. A single cell diagram – 3D

Rys. 3. Schemat pojedynczej 
komórki – 2D

Fig. 3.  A single cell diagram 
– 2D

Rys. 4.  Przyk ady rozk adu materia ów w komórce: a – przewodnik typu szachownica, b – prze-
wodnik zbrojony, c – laminat

Fig. 4.  Examples of material distribution in a cell: a – chess-type conductor, b – reinforced con-
ductor, c – laminate
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W przypadku a) i b) mamy do czynienia z niejednorodno ci  w dwu kierunkach, 
w przypadku za  c) – z niejednorodno ci  w jednym kierunku [Nagórko 2010].

PRZEWODZENIE CIEP A W O RODKACH WIELOSK ADNIKOWYCH

Temperatur  zde  niujemy jako funkcj  skalarn  miejsca w przewodniku oraz 
czasu  =  (x1, x2, x3, t), (x1, x2, x3) t < to, t1 >, co zapiszemy w postaci 

Model Fouriera przewodnictwa cieplnego opisany  jest relacj  pomi dzy strumieniem 
ciep a o sk adowych  a gradientem temperatury ,k, k = 1, 2, 3 po-
staci:

 (9)

gdzie: Kkl s  sk adowymi tensora przewodnictwa cieplnego, a  . Sk adowe Kkl s  

w ogólnym przypadku funkcjami: . 
Kolejn  relacj  w modelu Fouriera jest równanie bilansu energii postaci:

 (10)

gdzie c = c(x1, x2, x3), (x1, x2, x3)   jest ciep em w a ciwym, a f = f(x1, x2, x3, t), 
t < to, t1 > – wydajno ci  róde  ciep a.

Ciep o w a ciwe jest wielko ci  skalarn  okre lon  w obszarze ; (c:   R). Wy-
dajno  ród a ciep a równie  jest wielko ci  skalarn , ale okre lon  w obszarze  oraz 
w zadanym przedziale czasowym . Podstawiaj c zale no  (9) do 
(10), otrzymamy równanie przewodnictwa cieplnego w postaci:

 (11)

Równanie przewodnictwa ciep a (11) jest równaniem ró niczkowym liniowym 
o zmieniaj cych si  skokowo wspó czynnikach. Dla takiego przypadku mo na zbudowa  
model prostszy, w którym wspó czynniki b d  ci g e i wolnozmienne.

Model prostszy otrzymamy, stosuj c technik  u redniania tolerancyjnego [Wo niak 
i Wierzbicki 2000, Wo niak i in., red. 2008]. Zgodnie z t  technik  zak adamy mikro-
-makro dekompozycj  pola temperatury , która w przypadku o rodka 
o elementach  przyjmie posta :

 (12)

gdzie: A = 1, 2, ..., M, a, funkcje  s  funkcjami wolnozmiennymi, co zapisujemy 
. Funkcje hA, wyst puj ce w zwi zku (12), s  danymi, -periodycznymi, 

oscyluj cymi funkcjami kszta tu. Funkcjami poszukiwanymi s   oraz . Funkcj    
nale y interpretowa  jako temperatur  u rednion , a funkcje , nazywane  uktuacjami, 
uwzgl dniaj  wp yw niejednorodno ci przewodnika na rozk ad temperatury.
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Zapiszmy teraz równanie (11) w postaci:

 (13)

gdzie

 (14)

oraz  s  parametrami.
Równania na  i  w technice u redniania tolerancyjnego otrzymuje si  w postaci:

 (15)1

  (15)2

gdzie <P> jest funkcjona em otrzymanym z funkcjona u (14) przez podstawienie dekom-
pozycji (12) oraz u rednienie:

 (16)

W przypadku materia ów o strukturze z elementami  lub  post pujemy analogicz-
nie, przyjmuj c w zwi zku (12) funkcje kszta tu zale ne odpowiednio od (x1, x2) lub x1.

LAMINATY DWUSK ADNIKOWE O FUNKCYJNEJ GRADACJI 
W ASNO CI

Rozpatrzmy, za Nagórko [2010], przewodnik z o ony z dwóch ró nych materia ów 
jednorodnych. Wprowad my uk ad wspó rz dnych tak, by o  x1 = x by a prostopad a do 
lamin. Przyjmijmy L1 = L oraz 1 = . Materia y rozmieszczone s  naprzemiennie. Jeden 
z nich b dzie opisany sta ymi , a drugi .

Oznaczmy rodek komórki Li, i = 1, 2, ..., n1 jako:

 (17)

gdzie i = 1, 2, ..., n1.
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Za ó my, e zmienno  warstw w poszczególnych komórkach nie b dzie dowolna, 
ale opisana nast puj cymi funkcjami nasycenia:

 (18)

Funkcje (18) s  funkcjami dyskretnymi – zosta y okre lone w rodkach komórek. 
Funkcja 1 okre la, ile jest w komórce materia u pierwszego, a funkcja 2 – ile drugiego. 

I tak w komórce pierwszej materia  pierwszy zajmuje , a drugi  d ugo ci komórki, 

a w ostatniej odwrotnie – pierwszy , a drugi  d ugo ci komórki. Przy takim opisie 

d ugo ci poszczególnych lamin wynosz   oraz  (rys. 5).

Taki rozk ad materia ów pozwala na liniow  ekstrapolacj  funkcji (18) do funkcji:

 (19)

Wykresy tych funkcji przedstawiono na rysunku 6.
Rozpatrzmy i-t  komórk  , która jest przedzia em ograniczonym 

punktami .
Zgodnie z zasad  mikro-makro dekompozycji (12) temperatur  ( ) przedstawimy 

w postaci:

 (20)

gdzie: .

Rys. 5.  Schemat rozk adu materia ów w komórce: a – pierwszej, b – ostatniej
Fig. 5.  Diagram of material’s distribution in a cell: a – the  rst one, b – the last one
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Dla tak opisanego laminatu zastosujemy lokalnie technik  u redniania tolerancyjne-
go. Za ó my, e komórek jest tyle, i  s siednie komórki niewiele si  ró ni  z punktu 
widzenia nasycenia materia ami – mo na je uzna  za takie same. Mo emy wi c wyliczy  
dla nich warto ci u rednione ciep a w a ciwego (c) i wspó czynnika przewodno ci ciepl-
nej (K). 

Ciep o w a ciwe i wspó czynnik przewodno ci cieplnej w i-tej komórce opisuj  funk-
cje:

 

  (21)

gdzie .

Powy sze funkcje po u rednieniu przyjm  posta :

 (22)

Przyjmijmy funkcj  kszta tu (lokalnie dla komórki Li) w postaci funkcji  przedzia ami 
liniowej, z tym e te przedzia y okre lono ci b d  si  zmienia  zgodnie z przyj tymi 
funkcjami nasycenia (19).

Rys. 6.  Wykresy ekstrapolacji funkcji nasycenia
Fig. 6.  Extrapolation of saturation functions
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I tak dla  przyjmiemy:

2

2

1dla ,
2 22( )

1 1( ) dla ,
2 2

1dla ,
2 22( )

ix x
i i n
n n

i ih x x x
i n n
n

ix x
i i n
n n

 

(23)

Wykorzystuj c zapis (23), otrzymano:

Podstawiaj c zale no  (20) oraz wyliczone wielko ci do u rednionego funkcjona u 
(14), równanie (15)2  mo na zapisa  w postaci:

 (24)

a równanie (15)1 po podstawieniu zale no ci (23) przyjmie posta :

 (25)

gdzie:

 (26)

W równaniu (25) wprowadzono oznaczenia  oraz 

Wielko  (26) nazywamy wspó czynnikiem efektywnym przewodnictwa cieplnego. Wy-
st puj ce w równaniu (26) u rednione wspó czynniki nie s  sta e, lecz wolnozmienne.

PRZYK AD ROZWI ZANIA ZAMKNI TEGO

Jako przyk ad rozpatrzymy jednowymiarowe, stacjonarne zagadnienie przewodzenia 
ciep a, bez róde  ciep a. Za ó my, e brzeg przewodnika x = 0 jest poddany tempera-
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turze 0°, a temperatura otoczenia wynosi 18°. Przewodnikiem b dzie laminat opisany 
w punkcie 4. Równanie przewodzenia ciep a dla tak sformu owanego problemu ma po-
sta :

 (27)

z warunkiem (0) 0 .
Poszukiwan  funkcj  temperatury u rednionej otrzymamy poprzez dwukrotne ca ko-

wanie równania (27):

 (28)

Sta e C1 i C2 wyznaczamy z warunków brzegowych (0) 0  i ( ) 18L , st d

C2 = 0 i . 

W celu zilustrowania tego rozwi zania numerycznie za o ono, e d ugo  przewodnika 
wynosi L = 120 cm, a komórki sk adaj  si  z warstw styropianu  
oraz betonu komórkowego . 

Na rysunku 7 przedstawiono rozk ad temperatury ( ) w przewodniku dla n = 10, 
n = 21, n = 50, gdzie  jest liczb  komórek w przewodniku.

W przypadku gdy laminat jest periodyczny, równanie (27) ma posta :

 (29)

Rys. 7.  Rozk ad makrotemperatury w przewodniku dla ró nej liczby komórek
Fig. 7.  Distribution of macrotemperature in the conductor for a different number of cells
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którego rozwi zaniem jest funkcja liniowa:

 (30)

gdzie: 1 2
3 , 0.

20 cm
C C

Na rysunku 8 przedstawiono rozk ad temperatury ( ) w przewodniku periodycznym 
o d ugo ci 120 cm, z o onym z 20 komórek, dla x1 <0, 18>.

Wykres makrotemperatury dla laminatu dwusk adnikowego o zmieniaj cych si  
funkcyjnie w asno ciach termicznych (rys. 7) nie jest liniowy i zale y od parametru. Wy-
st puje wi c tutaj efekt skali. W przypadku o rodka periodycznego temperatura u rednio-
na jest liniowa, a makrotemperatura zale y od struktury niejednorodno ci przewodnika 
(rys. 8).

PODSUMOWANIE

W klasycznym modelu przewodzenia ciep a opisanym równaniem Fouriera na ma-
ych przedzia ach okre lono ci funkcji dla rozwa anych przewodników wyst puj  

wspó czynniki nieci g e, skokowo zmienne. Przedstawiony model, opisany równaniem 
na u rednion  temperatur , ma wspó czynniki ci g e i wolnozmienne. Po wyznaczeniu 
temperatury u rednionej atwo znajduje si  (przez dwukrotne ró niczkowanie) funkcje 
opisuj ce wp yw struktury niejednorodnej na temperatur  ca kowit . Skonstruowany mo-
del wydaje si  by  wygodnym narz dziem do badania przewodnictwa ciep a w materia-
ach wielosk adnikowych.

Rys. 8.  Rozk ad makrotemperatury w przewodniku periodycznym
Fig. 8.  Distribution of macrotmperature in the periodic conductor



Model asymptotyczny przewodnictwa cieplnego...                                                      15

Architectura 12 (3) 2013

PI MIENNICTWO

Jikov V.V., Kozlov C.M., Oleinik O.A., 1994. Homogenization of differential operators and integral 
functionals. Springer Verlag, Berlin – Heidelberg.

Nagórko W., 2010. Przewodnictwo cieplne w o rodku o funkcyjnej gradacji w asno ci termicz-
nych. XLIX Sympozjum „Modelowanie w mechanice”, Wis a. 

Wo niak C., Wierzbicki E., 2000. Averaging techniques in thermomechanics of composite solids. 
Tolerance averaging versus homogenization. Wydawnictwo Politechniki Cz stochow-
skiej, Cz stochowa.

Wo niak C., Michalak B., J drysiak J. (red.), 2008. Thermomechanics of microheterogeneous sol-
ids and structures. Tolerance averaging approach. Politechnika ódzka, ód .

MODELLING OF HEAT CONDUCTION IN MULTICOMPONENT SOLIDS 
WITH FUNCTIONALLY GRADED THERMAL PROPERTIES

Abstract. The subject of the paper are composite conductors which consist of homogeneous 
components. The distribution of the components in the conductor can be described with the 
use of slowly varying functions. The work consists in forming a model of heat conduction 
in which the Fourier equation with discontinuous highly oscillating coef  cients was substi-
tuted with an equation with continuous  and slowly varying coef  cients. The in  uence of 
the conductor on the temperature is described with additional functions which determined 
knowing the averaging temperature from the closed form formulas. In the special case of 
a periodic conductors the equation of heat conduction contains constant coef  cients. The 
paper presents simple examples of numerical solutions.

Key words: Fourier’s law, functionally graded materials, tolerance averaging
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