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PIERWSZA CZ STO  DRGA  W ASNYCH S UPÓW 
W KSZTA CIE WYDR ONEGO CI TEGO STO KA 

Jacek Jaworski
Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W pracy wyprowadzono wzory na pierwsz  cz sto  drga  w asnych s upa 
w kszta cie ci tego sto ka i wydr onego ci tego sto ka (rury sto kowej). Przyj to, e 
s up jest z materia u spr ystego, a jego masa jest roz o ona w sposób ci g y. Zastosowa-
no metod  Rayleigha i przyj to, e amplituda przemieszcze  osi drgaj cego pr ta opisana 
jest funkcj  trygonometryczn . Sposób wykorzystania wzorów pokazano na przyk adach. 
Otrzymane wyniki porównano z rezultatami oblicze  z innych prac i oblicze  wed ug nor-
my PN-77/B-02011.   

S owa kluczowe: s up stalowy, okres drga  w asnych, pierwsza cz sto  drga  w asnych

WST P

Znajomo  pierwszej (najni szej) cz sto ci drga  w asnych gi tnych konstrukcji wie-
owych, takich jak: wie e, s upy wsporcze, kominy, potrzebna jest zazwyczaj do okre-
lenia jej podatno ci na dynamiczne oddzia ywanie porywów wiatru. Obliczenia takie 

mo na wykona , analizuj c model konstrukcji w programach MES-owskich. Stosowane 
s  tak e znane z mechaniki budowli obliczenia metod  energetyczn . Sposoby obliczania 
okresu drga  w asnych podawane s  czasami w normach do projektowania konstrukcji 
budowlanych. 

ZAKRES I METODYKA BADA 1

Przedmiotem analizy s  s upy utwierdzone w podstawie i o swobodnym wierzcho ku 
(wsporniki) z materia u spr ystego. Materia  jest jednorodny, modu  spr ysto ci po-
d u nej i g sto  materia u s  sta e. S upy maj  kszta t ci tego sto ka pe nego i ci tych 
sto ków wydr onych (rur sto kowych), tak jak pokazano na rysunkach 1 i 2. 
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ul. Nowoursynowska 159, 02-776 Warszawa, e-mail: jacek_jaworski@sggw.pl
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Zastosowano metod  Rayleigha, szczególny przypadek metody energetycznej, 
w której energia potencjalna ugi cia s upa wywo anego si  przy o on  poziomo do jego 
wierzcho ka porównywana jest z najwi ksz  energi  kinetyczn  drgaj cych mas cienkich 
warstw przekroju porzecznego s upa. Przyj to, e masy te wykonuj  drgania harmonicz-
ne w p aszczy nie prostopad ej do osi s upa, a amplituda tych drga  jest okre lona przez 
arbitralnie przyj t  funkcj . Od sposobu przyj cia wielko ci amplitud zale y dok adno  
metody. Przyjmowane powy ej za o enia bliskie s  za o eniu ma ych przemieszcze . 

Masa pr ta zast powana jest zazwyczaj sko czon  liczb  mas, a sposób ich doboru 
i rozmieszczenia ma istotny wp yw na pracoch onno  i dok adno  oblicze , przyk ady 
takich oblicze  podano m.in. w pracy Dyl ga i innych [2000]. Aby uzyska  dok adne roz-
wi zania analityczne, w niniejszej pracy przyj to, e masa pr ta jest roz o ona w sposób 
ci g y, a sumowanie energii poszczególnych mas sk adowych zast piono ca kowaniem. 

Zazwyczaj przyjmuje si  kszta t amplitudy wychylenia osi pr ta taki sam jak osi ugi -
tej pod obci eniem statycznym. Dla tak przyj tych za o e  otrzymano we wcze niej-
szych pracach rozwi zania analityczne [Jaworski i in. 2009a] dla przypadku sto ka ci -
tego pe nego i pewnego przypadku szczególnego rury sto kowej, kiedy tworz ce sto ka 
zewn trznego i wewn trznego przecinaj  si  na osi pod u nej sto ka w tym samym 
punkcie. W przypadku ogólnym rury sto kowej nie uzyskano rozwi za  analitycznych 
[Jaworski 2010], gdy  wyst puj  w nim ca ki z wyra e  typu: xpln(ax + b) arctg (Ax + B)
dla p = 2, 3 oraz xpln(ax2 + bx + c) arctg (Ax + B) dla p = 0, 1, 2, 3, dla których takie 
rozwi zania nie s  znane. 

W niniejszej pracy przyj to, e kszta t amplitudy wychylenia osi sto ka podczas drga  
s upa jest opisany funkcj  trygonometryczn , której przebieg pokazano na rysunku 1:

1( ) 1 cos
2

y x f x P
H  (1)

gdzie: x, y – wspó rz dne,
H – wysoko  s upa,
P – si a pozioma przy o ona do wierzcho ka s upa,
f1 – przemieszczenie wierzcho ka s upa pod dzia aniem si y P = 1.

Przyj cie powy szej, prostej do ca kowania funkcji pozwoli o na uzyskanie roz-
wi za  analitycznych postawionego zagadnienia. Wst pnie analizowano te  przyj cie 
amplitudy drgaj cej osi w kszta cie paraboli, ale prowadzi o to – w przypadku s upów 
w kszta cie walca – do wi kszych niedok adno ci rozwi zania.  

Wyniki oblicze  wykonanych dla wybranego przyk adu s upa porównano z rezul-
tatami cytowanych powy ej prac i rozwi zaniami uzyskanymi wed ug metody podanej 
w tablicy Z 2-2 normy PN-77/B-02011.   

S UP W KSZTA CIE RURY STO KOWEJ O ZMIENNEJ GRUBO CI 
CIANKI

Jest to przypadek ogólny, kszta t s upa i podstawowe wielko ci pokazano na rysunku 1. 
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Wprowadzono nast puj ce oznaczenia:

k

p

Dn
D

            (2);                     k

p

dm
d

            (3);                     p

p

d
D

            (4)
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Zewn trzn  i wewn trzn  rednic  na wysoko ci okre lonej przez wspó rz dn  x 
mo na wyrazi  jako:
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Rys. 1.  Schemat do oblicze  okresu drga  w asnych dla rury sto kowej i ci tego sto ka oraz 
za o ony kszta t amplitudy wychylenia osi s upa: x, y – osie wspó rz dnych, H – wyso-
ko , L, l – odleg o ci wierzcho ka s upa od punktów przeci cia tworz cych sto ka ze-
wn trznego i wewn trznego z osi  s upa, Dp, Dx, Dk, dp, dx, dk – zewn trzne i wewn trzne 
rednice przy wierzcho ku, dla wspó rz dnej x i przy podstawie, P = 1 – jednostkowa 

si a poprzeczna, f1 – ugi cie wierzcho ka s upa od si y jednostkowej, dx – elementarna 
d ugo , dM – elementarna masa 

Fig. 1. Scheme for calculations of the natural period for tube shaped like a cone and for frustum 
of cone as well as the supposed form of amplitude of cone axis during the vibration: 
x, y – coordinate axis, H – height, L, l – distances between the head of column and points 
of intersection of generating lines of external and internal cones with a cone axis, Dp, Dx, 
Dk, dp, dx, dk – external and internal diameters at head, for coordinate x and at footing, 
P = 1 – unit transverse force, f1 – de  ection at the head of column caused by the unit force, 
dx – in  nitesimal length, dM – in  nitesimal  mass, g – thickness of wall, t – horizontal 
projection of wall thickness  
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Masa M-elementarnej warstwy materia u o grubo ci dx i g sto ci , usytuowanej na 
wysoko ci okre lonej przez wspó rz dn  x, jest okre lona wzorem:
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a moment bezw adno ci (J) przekroju poprzecznego:
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Energia potencjalna (Ep) zwi zana z ugi ciem statycznym s upa wynosi:

2
1

1
2pE P f  (11)

a energia kinetyczna (Ek): 

2 2 2( ) ( )
2 2

M M

k
v x dM y x dME  (12)

gdzie: x, y – wspó rz dne,
M – masa s upa,
v – najwi ksza pr dko  mas elementarnych warstw,

 – cz sto  ko owa drga .
Przyjmuj c kszta t osi amplitudy drga  w postaci krzywej pokazanej na rysunku 1 

i opisanej równaniem (1), otrzymuje si  wyra enie:
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gdzie:
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Do obliczenia ugi cia wierzcho ka s upa pod wp ywem przy o onej do niego pozio-
mo si y jednostkowej metod  Maxwella-Mohra skorzystano ze sformu owania zagadnie-
nia i schematu jego rozwi zania w pracy Jaworskiego i innych [2009a]. U ywaj c tablic 
ca ek [Spiegel i Abellanas 1991], otrzymano nast puj ce zale no ci:
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Z porównania energii potencjalnej i kinetycznej (Ep = Ek) otrzymuje si  ko cowe 
wzory na pierwsz  cz sto  drga  ( ) i okres drga  (T):
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2
1 22 4 2

p

H T H F FT
D E e

 (18)

W powy szych rozwa aniach przyj to nast puj ce za o enia:
Dk > dk > 0; Dp > dp > 0; Dk > Dp; dk > dp; L > l; przekrój podstawy jest wi kszy od 
przekroju wierzcho ka; s up o kszta cie walca nie jest przypadkiem szczególnym tego 
rozwi zania; rednice przy wierzcho ku s upa nie mog  by  równe zeru, 
Dk – Dp  dk – dp, a wi c g  const, czyli grubo  cianki nie mo e by  sta a, a skoro 
L  l i – co za tym idzie – Dpdk  Dkdp, wi c m  n.
W kolejnych punktach pracy zostan  rozpatrzone s upy o kszta tach niespe niaj cych po-

wy szych za o e , dlatego wzory dla tych s upów musz  by  wyprowadzone oddzielnie.

S UP W KSZTA CIE CI TEGO STO KA

Podczas analizy pokazanego na rysunku 1 ci tego sto ka pe nego, prowadzonej ana-
logicznie jak w poprzednim punkcie, pozostaj  wa ne zwi zki (1), (4) i (6).

Masa elementarnego plastra o grubo ci dx usytuowanego na wysoko ci okre lonej 
przez wspó rz dn  x jest okre lona wzorem:

2 2 2
2

2

1
4 14
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 (19)

Z pracy Jaworskiego i innych [2009a] przyj to wzór:

4 2 3

1 4 2 3 4 34
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Energia kinetyczna mo e by  wyra ona jako:
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gdzie:

3 2 2 2
3 1 8 2 15 1 1 64 1F n n n n n  (22)

Wzory na cz sto  i okres drga  przyjmuj  w tym przypadku posta :
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(24)

S UP W KSZTA CIE RURY STO KOWEJ, GDY L = l

Je li tworz ce sto ka zewn trznego i wewn trznego przecinaj  si  w jednym punkcie 
na osi sto ka, jak na rysunku 2a, czyli gdy L = l, to m = n i spe niona jest zale no :

1
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n

 
(25)

wtedy mas  elementarn  i moment bezw adno ci mo na wyrazi  jako:
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Jednostkowe ugi cie wierzcho ka s upa wynosi:
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Wzory na pierwsz  cz sto  i okres drga  w asnych przyjmuj  posta :
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Mo na wi c zauwa y , e:

(24)
(30) 21

T
T  (31)

Rozwi zanie dla sto ka ci tego pe nego mo na te  wykorzysta  w przypadku ci -
tych ostros upów prawid owych, jak to pokazano w pracy Jaworskiego i innych [2009a].

S UP W KSZTA CIE RURY STO KOWEJ O STA EJ GRUBO CI CIANKI

Pos u ono si  rzutem poziomym grubo ci cianki (t), który jest funkcj  grubo ci (g), 
jak wynika z rysunku 2b:

l
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P=1

L=l

H
Dx

dx

dp

x dMdx

f1

Dk

dk
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Dp

P=1 dp f1
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g

Rys. 2.  Schematy do oblicze  okresu drga  w asnych dla przypadków szczególnych rury sto -
kowej: a – gdy tworz ce sto ka zewn trznego i wewn trznego przecinaj  o  sto ka 
w jednym punkcie, b – o sta ej grubo ci cianki; x – o  wspó rz dnych, H – wysoko , 
L, l – odleg o ci wierzcho ka s upa od punktów przeci cia tworz cych sto ka zewn trz-
nego i wewn trznego z osi  s upa, Dp, Dx, Dk, dp, dx, dk – zewn trzne i wewn trzne 
rednice przy wierzcho ku, dla wspó rz dnej x i przy podstawie, P = 1 – jednostkowa 

si a poprzeczna, f1 – ugi cie wierzcho ka s upa od si y jednostkowej, dx – elementarna 
d ugo , dM – elementarna masa, g – grubo  cianki, t – rzut poziomy grubo ci cianki 

Fig. 2.  Scheme for calculations of natural period in particular cases of tube shaped like a cone: 
a – when generating lines of external and internal cone are crossing the cone axis in the 
same point, b – with constant wall thickness; x – coordinate axe, H – height, L, l – distan-
ces between the head of column and points of intersection of generating lines of external 
and internal cones with a cone axis, Dp, Dx, Dk, dp, dx, dk – external and internal diameters 
at head, for coordinate x and at footing, P = 1 – unit transverse force, f1 – de  ection at 
the head of column caused by the unit force, dx – in  nitesimal length, dM – in  nitesimal  
mass, g – thickness of wall, t – horizontal projection of wall thickness
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Otrzymano zale no ci:
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Ko cowe wzory na pierwsz  cz sto  i okres drga  w asnych maj  posta :
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2
4 5

3 3
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1p

H F FT
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WYNIKI OBLICZE  

Obliczenia wykonano dla stalowych s upów wysoko ci H = 6 m, rednicy przy podsta-
wie Dk = 20 cm i ró nym stopniu nachylenia cianek. Przyj to modu  Younga E = 205 GPa
i g sto  stali  = 7850 kg·m–3. 
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Na rysunku 3 pokazano zale no  okresu drga  s upa w kszta cie ci tego sto ka (pe -
nego) od nachylenia cianek sto ka. Wyniki oblicze  w asnych porównano z obliczenia-
mi metod  elementów sko czonych w programie ANSYS, wed ug tablicy Z 2-2 normy 
PN-77/B-02011 i wed ug metody energetycznej, przy za o eniu, e kszta t amplitudy osi 
drgaj cego sto ka jest taki jak linia ugi cia statycznego po przy o eniu do wierzcho ka 
s upa si y poziomej. Wykorzystano tu wyniki pracy Jaworskiego i innych [2009b].

W zakresie ma ych zbie no ci cianek sto ka wszystkie krzywe maj  podobny prze-
bieg, a ró nice pomi dzy warto ciami okresu drga  s  niewielkie. Dla s upa w kszta cie 
walca wyniki wszystkich oblicze  s  bliskie rozwi zaniu równania drga  poprzecznych 
pr ta, które okre la tzw. fale stoj ce [np. Dyl g i in. 2000], z którego wynika dok adny 
wzór na okres drga :

3 241,787 1,787MH HT
EJ D E

 (41)

Dla metody energetycznej i przy za o eniu, e amplituda drga  osi pr ta o sta ym 
przekroju ko owym ma kszta t linii ugi cia pod dzia aniem si y statycznej, okres drga  
wyra a si  jako:
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Rys. 3.  Porównanie wyników oblicze  okresu drga  w asnych stalowego s upa w kszta cie ci -
tego sto ka o ró nym stopniu nachylenia cianek: T – okres drga , Dk – rednica przy 
podstawie s upa, Dp – rednica przy wierzcho ku s upa, n – stosunek rednic zewn trz-
nych, H – wysoko  s upa

Fig. 3.  Comparison of calculation results of natural period of steel columns in form of frustum 
of cone with different inclination of generating line: T – period, Dk – diameter at column 
footing, Dp – diameter at column head, n – external diameters ratio, H – height
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3 2 311 41,7612
35

MH H MHT
EJ D EJ

 (42)

a przy za o eniu, e jest ona opisana funkcj  trygonometryczn  jak we wzorze (1):

3 32 3 8
1,7274

3
MH MHT
EJ EJ

 (43)

Ró nice mi dzy wynikiem obliczenia okresu drga  s upa w kszta cie walca wed ug wzoru 
(41) a wynikami kolejnych oblicze  nie przekraczaj : w programie ANSYS – 0,25%, wed ug 
PN-77/B-02011 – 0,75%, wed ug wzoru (42) – 1,5%, a wed ug wzoru (42) – 3,4%.

W zakresie du ych zbie no ci cianek sto ka ró nice pomi dzy rozwi zaniem MES 
i wed ug PN-77/B-02011 pozostaj  dla rozpatrywanego przyk adu stosunkowo niewiel-
kie (gdy Dp = 0, czyli dla sto ka, nie przekraczaj  one 7%), natomiast wyniki oblicze  
metod  energetyczn  coraz bardziej od nich odbiegaj  wraz ze zwi kszaj c  si  zbie -
no ci  sto ka. Istotne znaczenie ma tu przyj ty kszta t amplitudy osi drgaj cego sto ka. 
Przy za o eniu z pracy Jaworskiego i innych [2009b], gdy Dp d y do zera, to krzywa 
T = T(Dp) te  d y do zera, a przy za o eniu z tej pracy, krzywa T = T(Dp)  d y wtedy 
do niesko czono ci.

Dla ogólnego przypadku rury sto kowej (sto ka wydr onego) porównano s upy 
o zró nicowanych k tach nachylenia cianki zewn trznej (ró nych warto ciach Dp) i ta-
kiej budowie, e l = 2/3L (rys. 4). Przy du ych k tach nachylenia sto ka zewn trznego 
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Rys. 4.  Okres drga  w asnych rur sto kowych, dla których l = 2/3L, o ró nym stopniu nachyle-
nia cianek: T – okres drga , Dk, dk – zewn trzne i wewn trzne rednice przy podstawie 
s upa, Dp – rednica zewn trzna przy wierzcho ku, H – wysoko  s upa, L, l – odleg o ci 
wierzcho ka s upa od punktów przeci cia tworz cych sto ka zewn trznego i wewn trz-
nego z osi  s upa

Fig. 4. Natural period of tubes shaped like a cone, when l = 2/3L, with different inclination of 
generating line: T – period, Dk, dk – external and internal diameters at column footing, 
Dp – diameter at column head, H – height, L, l – distances between the head of column and 
points of intersection of generating lines of external and internal cones with a cone axis
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(dla Dp < 5 cm, co odpowiada n > 4) wraz ze zmniejszaniem si  Dp krzywa T = T(Dp) 
gwa townie ro nie. Porównanie z obliczeniami wed ug PN-77/B-02011 pokazuje, e dla 
ma ych k tów nachylenia sto ka (dla Dp > 12,5 cm, co odpowiada n < 1,6) wyniki nie-
wiele si  ró ni , a przy du ych k tach nachylenia sto ka wyniki ró ni  si  znacznie. 

Dla szczególnego przypadku rury sto kowej, kiedy tworz ce sto ka zewn trznego 
i wewn trznego przecinaj  si  w jednym punkcie na osi sto ka (l = L), na rysunku 5 
pokazano przebieg krzywych T = T(Dp) dla rur o ró nych grubo ciach cianek. Rzut 
poziomy grubo ci cianek przy podstawie wynosi  odpowiednio: 1, 4, 7 i 10 cm, ten 
ostatni przypadek odpowiada sto kowi ci temu pe nemu. Charakter krzywych T = T(Dp) 
i porównanie z wynikami wed ug PN-77/B-02011 s  tu podobne jak w przypadku sto ka 
ci tego pe nego. 

Wyniki dla rur sto kowych o sta ej grubo ci cianki pokazano na rysunku 6. Jest to 
istotny w praktyce przypadek rury sto kowej wykonanej z blachy. Uwzgl dniono trzy 
grubo ci cianki (ich rzuty poziome (t) wynosz  odpowiednio 3 i 5 cm). Je eli nie jest 
spe niony warunek, e Dp > 2t, to zagadnienie traci sens  zyczny, brak wi c wyników 
dla du ych k tów nachylenia tworz cej sto ka przy t = 3 i 5 cm. Przebieg krzywych 
T = T(Dp) jest podobny jak na s siednich rysunkach. Porównanie z wynikami wed ug 
PN-77/B-02011 wskazuje na rosn c  ró nic  wyników wraz ze zwi kszaj cym si  k tem 
nachylenia sto ka (zmniejszaj c  si  warto ci  Dp). Rury o mniejszej grubo ci cianki 
charakteryzuj  si  mniejszym okresem pierwszej cz sto ci drga  (T), wida  to zarówno 
na rysunku 6, jak i 5.
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Rys. 5.  Okres drga  w asnych rur sto kowych, dla których l = L, o ró nym stopniu nachylenia 
cianek i ró nej grubo ci cianek: T – okres drga , Dp, dp, Dk, dk – zewn trzne i we-

wn trzne rednice przy wierzcho ku i przy podstawie s upa,  – stosunek rednic przy 
wierzcho ku s upa, H – wysoko  s upa, L, l – odleg o ci wierzcho ka s upa od punktów 
przeci cia tworz cych sto ka zewn trznego i wewn trznego z osi  s upa

Fig. 5.  Natural period of tubes shaped like a cone, when l = L, with different inclination of gen-
erating line and different wall thicknesses: T – period, Dp, dp, Dk, dk –  external and inter-
nal diameters at head and at footing,  – ratio of diameters at column head, H – height, 
L, l – distances between the head of column and points of intersection of generating lines 
of external and internal cones with a cone axis
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PODSUMOWANIE

Przy zastosowaniu do s upów wspornikowych w kszta cie rur sto kowych metody 
energetycznej i za o eniu, e kszta t amplitudy wychylenia osi sto ka podczas drga  s u-
pa opisany jest funkcj  trygonometryczn  (1), otrzymano rozwi zanie analityczne na cz -
sto  i okres pierwszej postaci drga  w asnych. Podano te  wzory dla sto ka pe nego, gdy 
l = L i gdy t = const, przypadki te wymagaj  oddzielnego rozwi zania.

W zakresie ma ych k tów nachylenia tworz cej sto ka (niewielkiej zbie no ci rur 
sto kowych, dla n < 1,6) zgodno  oblicze  w asnych z wynikami wed ug PN-77/B-
-02011 i metod  elementów sko czonych jest dobra. Gdy ro nie k t nachylenia tworz -
cej sto ka (dla n > 2), ró nice pomi dzy wynikami oblicze  ró nymi metodami staj  si  
coraz wi ksze. Dla s upów o kszta cie bliskim sto kowi (gdy n > 8) obliczony wed ug 
wyprowadzonych wzorów okres drga  (T) gwa townie ro nie i d y do niesko czono ci, 
gdy n  , a Dp  0. 

Natomiast przy rozwi zaniu metod  energetyczn  i za o eniu, e kszta t amplitudy 
wychylenia osi sto ka pe nego podczas drga  s upa jest taki jak linia ugi cia statycznego 
po przy o eniu do wierzcho ka s upa si y poziomej, okres drga  (T) dla s upów o kszta -
cie bliskim sto kowi wyra nie maleje, d c do zera, gdy n  , a Dp  0.
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Rys. 6.  Okres drga  w asnych rur sto kowych ze ciankami o sta ej grubo ci, o ró nym stopniu 
nachylenia cianek: T – okres drga , Dp, Dk – rednice zewn trzne przy wierzcho ku 
i przy podstawie s upa, H – wysoko  s upa, t – rzut poziomy grubo ci cianki     

Fig. 6.  Natural period of tubes shaped like a cone with walls of constant thickness, with differ-
ent inclination of generating line: T – period, Dp, Dk –  external diameters at head and at 
footing, H – height, t – horizontal projection of wall thickness 
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FIRST NATURAL FREQUENCY OF COLUMNS IN FORM OF TUBES 
SHAPED LIKE A CONE

Abstract. Formulas for calculations of the  rst natural frequency of vibration for columns 
in a form of frustum of cone and tubes shaped like a cone are derived. Elastic material and 
continuous distribution of the column mass was assumed. Rayleigh’s method was used and 
the form of amplitude of cone axis during the vibration was supposed to be described by 
a trigonometric function. The application of derived formulas was presented using some 
examples and results obtained are compared with those given in other papers and calculated 
according to Polish standard PN-77/B-02011.   
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