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MODELOWANIE TOLERANCYJNE PRZEWODNICTWA
CIAPLAW KOMPOZYTACH O STRUKTURZE
DWUKIERUNKOWO-PERIODYCZNEJ

Marta Mazewska, Ewaryst Wierzbicki
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W niniejszej pracy sformutowano tolerancyjny model przewodnictwa ciepta,
a nastepnie w ramach uzyskanego modelu przedstawiono prébe analizy zjawiska tempera-
turowego efektu brzegowego w wybranych kompozytach o dwukierunkowo periodycznej
strukturze materialnej. Jako przedmiot analizy wybrano przegrode zbudowana z kompo-
zytu, w ktérym kazda ptaszczyzna rownolegta do zewnetrznej i wewnetrznej ptaszczyzny
przegrody jest ptaszczyzna dwukierunkowej periodyki. Jako narzedzie modelowania wy-
korzystano tolerancyjny model przewodnictwa ciepta kompozytu periodycznego. W pra-
cy ograniczono rozwazania do przegrod o heksagonalnej strukturze materialnej, a takze
sformutowano i rozwiazano zagadnienie graniczne opisujace zjawisko efektu brzegowego
zachodzace w wymienionej przegrodzie.

Slowa kluczowe: przewodnictwo ciepta, przewodniki dwukierunkowo-periodyczne, usred-
nianie tolerancyjne, efekt brzegowy

WSTEP

Kazdorazowe wykorzystanie techniki tolerancyjnego usredniania [Wozniak i Wierz-
bicki 2000a, Thermomechanics of... 2009, Developments in... 2010, Jedrysiak 2010],
jako narzedzia modelowania, wymaga doboru pewnej klasy funkcji ksztattu. Czynnosé¢
ta jest zazwyczaj trudnym do wykonania elementem modelowania. Dla jednokierunkowo
periodycznych struktur warstwowych dysponuje sie z zasady niezawodnym wyborem
kawatkami liniowej funkcji ksztattu. Znacznie trudniejsza jest sytuacja w przypadku
struktur dwukierunkowo periodycznych. W przypadku struktur heksagonalnych, ktére
sa przedmiotem rozwazan pracy, wspomniana funkcja ksztattu ma swoj odpowiednik
i zostanie on tutaj wykorzystany. Podobne zagadnienia analizowano w pracach Cieleckiej
[1995, 1999], Cieleckiej i Jedrysiaka [2002] oraz Cieleckiej i Wozniaka [1999].
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Przedmiotem rozwazan pracy jest przegroda budowlana o heksagonalnej strukturze
materialnej (rys. 1). Nalezy podkresli¢, ze ograniczono sig tylko do takiego ustawienia
tej przegrody, by ptaszczyzny rownolegte do zewnetrznej i wewngtrznej $ciany przegro-
dy byty ptaszczyznami dwukierunkowej heksagonalnej periodyki. Interesujace wydaje
si¢ bowiem pytanie, czy i jak intensywnie tak zbudowana przegroda ttumi zewnetrzne
fluktuacje temperatury. Celem pracy jest opisanie i zbadanie zjawiska efektu brzegowego
w takiej przegrodzie.

Rys. 1.  Przegroda budowlana zbudowana z materiatu kompozytowego o strukturze heksagonalnej
Fig. 1. Wall made of periodic composite with hexagonal-type structure

Opisana przegrode potraktowano jako szczegolny przypadek dwukierunkowo perio-
dycznego przewodnika, ktorego kazda szesciokatna komorka nie zmienia swojej budowy
podczas obrotu o kat 2rt/3 wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek. Poniewaz jako
narze¢dzie modelowania wybrano technike tolerancyjnego usredniania, wigc pole tempe-
ratury w(:, t), okreslone w obszarze zajgtym przez kompozyt w konfiguracji odniesienia
i w ustalonej chwili t czasu, reprezentowane bedzie przez posta¢ znanej hipotezy micro-
macro [Wozniak i Wierzbicki 2000a, Thermomechanics of... 2009, Developments in...
2010, Jedrysiak 2010]:

wix, z, £) = u(x, z, 1) + g (w’ (x, z, 1) (1)

w ktérej pole usrednionej temperatury i pola amplitud fluktuacji temperatury (nazwane
tu krécej amplitudami fluktuacji) oznaczono odpowiednio symbolami u, y*. Indeks A
przebiega wartosci 1, ..., N, gdzie N jest liczba stosowanych funkcji ksztattu g.

Geometrie materiatu, z ktérego zbudowana jest przegroda, zilustrowano na rysunku 2.
Ze wzgledu na budowe rozwazanej przegrody czasami nazywa Si¢ ja przegroda pali-
sadowa. Na rysunkach 1 i 2 cienkimi przerywanymi liniami zaznaczono osie symetrii
heksagonalnej struktury przewodnika. Nie sa one na 0og6t osiami symetrii jego struktury
materialnej, chociaz moze zaistnie¢ taki przypadek.

Wobec obszernej literatury dotyczacej podstaw i zasad stosowania modelowania to-
lerancyjnego [Wozniak i Wierzbicki 2000a, Thermomechanics of... 2009, Developments
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Rys. 2. Przewodnik o heksagonalnej strukturze materialnej
Fig. 2. The conductor with hexagonal-type material structure

in... 2010, Jedrysiak 2010] punktem wyjscia rozwazan bedzie wielokrotnie opisywany
uktad réwnan modelu tolerancyjnego i wyprowadzenie tych rdwnan nie bedzie tu przy-
taczane.

Najpierw przystapiono do modelowania tolerancyjnego. Bedzie ono w tej pracy skta-
da¢ sie z dwoch etapow. Pierwszy z nich sprowadza sie¢ do uwzglednienia warunkow
symetrii w stosunku do ogélnych réwnan modelu tolerancyjnego oraz do uwzglednienia
zatozen przyjetych zaréwno dla struktury materialnej rozwazanego kompozytu, jak i dla
og6lnej postaci funkcji ksztattu. Oznacza to odpowiednie matematyczne przeformutowa-
nie modelu. Etap drugi modelowania polega na wprowadzeniu do modelu odpowiednio
wybranych funkcji ksztattu. Jako ilustracje dotyczaca rozwazan teoretycznych w konco-
wej czesei pracy sformutowano zagadnienie graniczne dla réwnania efektu brzegowego,
bedacego czescia sktadowa rownan modelowych.

W stosunku do stosowanych funkcji ksztattu zatozono niezmienniczos¢ wzgledem
obrotow o kat 120°, identyczna z niezmienniczoscia opisana powyzej dla struktury ma-
terialnej rozwazanego przewodnika. Aby doprowadzi¢ réwnania tolerancyjnego modelu
przewodnictwa ciepta do postaci umozliwiajacej analiz¢ zagadnien przewodnictwa cie-
pta w osrodku o kompozytowej dwukierunkowo-periodycznej heksagonalnej strukturze
materialnej, 0znaczono przez () catkowa operacje usredniania na obszarze powtarzalnej
komorki szesciokatnej oraz przytoczono réwnania modelu tolerancyjnego dla dwukie-
runkowo-periodycznego przewodnika w postaci [Wozniak i Wierzbicki 2000a]:

(V + ) (K + ] — (c)ou + V' (KVg 1= (f)
A Ueg?eyou’ —(ag?e®y oy 1+ AV g K g® - g Kvg™ou” + @)
+ (V' g kg + (Vg K)yVu = ~(fg)

w ktorych: V =[d,, d,, O]T;a =10, 0, 83]T;8T =d/d,, i ktore otrzymano przy zasto-
sowaniu techniki tolerancyjnego usredniania z parabolicznego réwnania przewodnictwa
ciepta Fouriera:

(V+0) [K(V+0)w]-cd,w=f 3
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Pole usrednionej temperatury i pola amplitud fluktuacji oznaczono tu odpowiednio
symbolami u, y*; indeks A przebiega wartosci 1, ..., N, gdzie N jest liczba stosowanych
funkcji ksztattu g”. Pole zrédet ciepta oznaczono symbolem f. Tu i dalej zastosowano
oznaczenia: X = [X1, X, 0]", Z = x3. Wymaga si¢, by wymienione pola u, y*, ktére sa
podstawowymi niewiadomymi modelu, zdefiniowane w Q = Z X (-H,, H,) C R, byty

wolnozmiennymi funkcjami zmiennej x € R u = u(, z, 1), y/A(~, zZ, 1) € SVOl (Q).
W powyzszych réwnaniach wystepuja takze pola charakteryzujace strukture cieplna
przewodnika, tzn. ciepto wiasciwe ¢ = c(x, z) oraz symetryczna macierz przewodnictwa
ciepta:

K(x,z) h
K(x,2) = ; 4)
h a(z)
W szczegolnym przypadku macierz K bedzie takze zapisywana w postaci:
kll k12 k13
K =\ky kyn k ®)
k31 k32 k33

Jak juz wspomniano, rozwazania ograniczono do przewodnikéw z periodyczna struk-
tura heksagonalna. Strukture te doktadnie opisano w nastepnej czesci.

OPIS WEASNOSCI ANIZOTROPOWYCH PRZEWODNIKA

Struktura materialna rozwazanego przewodnika sktada si¢ z komoérek o przekroju sze-
$ciokata foremnego, niezmienniczych wzgledem obrotéw o kat 120° wzgledem $rodkow
komorek szesciokatnych. W rozpatrywanym przypadku komorka szesciokatna podzielo-
na bedzie na trzy komorki o przekroju w ksztatcie rombu /7, ,/p;; Sy, - Struktura mate-
rialna kazdego z trzech rombéw w komorce heksagonalnej jest identyczna, lecz anizotro-
powa. Przez Q = Q, 0znaczono macierz obrotu o kat a, czyli a = 27/3:

=|sina¢ cosax O

T
%EP@[W]
0 0 1 (6)

cosa —sina 0
[0,0] 1 }

_|cosar —sina
0, =

siné  cosx

Z formalnego punktu widzenia przyjgto zatem dwa zatozenia dotyczace rozwazanego
przewodnika. Przyjmujac, ze rozwazana przegroda jest fragmentem pewnej nieskonczo-
nej warstwy, zatozono, ze w R? dana jest rodzina srodkéw x,.s komérek heksagonal-
nych.

Acta Sci. Pol.
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Zalozenie 1. Struktura materialna rozwazanego przewodnika jest niezmiennicza
wzgledem obrotu o kat a = 27/3 wokot kazdego srodka komorki heksagonalnej:

K(x, 2) = K(15(x), 2), c(x, z) = c(15(x), 2)

gdzie 7, (x) = Q[x — x, ]T + X, jest obrotem w R? dokota ustalonego $rodka x, dowolnej
komérki szesciokatnej.

Zalozenie 2. Funkcje ksztattu g, ..., g\ mozna posortowa¢ na roztaczne trzyelemen-
towe ciagi Gs = (g%, 3, gd), s = 1, ..., n, N = 3n, niezmiennicze wzgledem obrotu o kat
2713 wokdt kazdego srodka x,, komarki heksagonalnej:

220 = g (1 (%), g (%) = g5 (15(%)), gh(x) = gi (1,(x))

Komorke taka zilustrowano na rysunku 3. W celu wyréznienia wzorcowej (reprezen-
tatywnej) komorki szesciokatnej zatozono, ze rodzina x5 srodkdw komorek szesciokat-
nych zawiera poczatek xq przyjetego kartezjanskiego uktadu wspoétrzednych i tym samym
komorke o srodku xq wyr6zniono jako komorke wzorcowa (reprezentatywna).

Ol'-:
" romb IT Pam
KON\ ——\
5 /’; \
N KK/ o
X QKIOT "\_\ romb I 4
\_\
romb IIT N

At 7
W

t,

Rys. 3. Pojedyncza komorka heksagonalna o niezmienniczej strukturze materialnej dla obrotow
0 27n/3
Fig. 3. Single hexagonal cell with material structure invariant over 2z/3 — rotations

Nalezy podkresli¢, ze wobec podziatu rodziny funkcji ksztattu na trzywyrazowe cia-
gi Gs = (9%, 92, ¢2) nie sformutowano wymagan, by kazda funkcja ksztattu w trojce
G, = (9%, g2, gd) byta inna, czyli by ten trzyelementowy ciag byt statym ciagiem trzech
funkcji. Nalezy sie spodziewaé, ze sytuacje, w ktorych wystepuja takie trzywyrazowe
ciagami state, moga mie¢ miejsce w modelowaniu struktur dwukierunkowo-periodycz-
nych bardzo czesto. Jedna z takich sytuacji bedzie rozpatrywana w dalszym ciagu pracy.

Spetnienie sformutowanych powyzej zatozen sprawia, ze mozliwe jest zapisanie ma-
cierzy przewodnictwa ciepta dla wszystkich trzech rombow /2, 0 11,/ s -

Architectura 12 (1) 2013
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K, dlax=(x,z)ellp;x(-H,, Hy)
K(x)=1K; =0"K,;Q dla x = (x, 2) € pyx (~Hy, H) (7)
Ky = QTKUQ:QKIQT dla x = (x, z) € % (—H;, H,)

gdzie Q = Q, jest macierza obrotu o kat a dla & = 27/3. Podobnie niezmienniczos¢ wzgle-
dem obrotdw pola ciepta wiasciwego w obszarach poszczeg6lnych rombow:

Cr dla X=(X,Z)EW1X(—H1,H2)
c(x)=1cy dla x = (x,z) e fpyx(-H,, H,) (8)
cy dla x = (x,z) € X (—H,, Hy)

oznacza, ze ¢; = ¢ = ¢y, czyli ze ciepto wiasciwe jest state prawie wszedzie w obsza-
rze przegrody. W celu zwigkszenia czytelnosci dalszej czesci pracy w miejscach, gdzie
rozwazania beda dotyczyly statych wartosci macierzy przewodnictwa odniesionych
do obszaru pierwszego rombu, zastosowano dla tych statych greckie litery K; = (xj),
i,j=1,2, 3.

Zatozono ponadto, ze dtugos$é¢ 4 boku pojedynczej komorki szesciokatnej jest duzo
mniejsza od charakterystycznego wymiaru obszaru Z i podkreslono w tym miejscu, ze
przedmiotem rozwazan pracy jest zatem mikroperiodyczny przewodnik anizotropowy,
ktorego wiasnosci termiczne wyznaczone sa stata macierza przewodnictwa K, pierwsze-
go rombu i statym cieptem wiasciwym pierwszego rombu /jp, oraz zatozeniami 1 i 2.

MODELOWANIE TOLERANCYJNE

Najtrudniejszym elementem tolerancyjnego modelowania struktur dwukierunkowo-
-periodycznych jest dobor odpowiednich funkcji ksztattu. To wiasnie funkcje ksztattu
okreslaja zakres badanych w tolerancyjnym modelu przewodnictwa ciepta fluktuacji tem-
peratury i mozliwych odpowiedzi przewodnika poddanego takim fluktuacjom. Nie moga
to by¢ funkcje dowolne, lecz musza spetnia¢ szereg warunkéw [Wozniak i Wierzbicki
2000a, Thermomechanics of... 2009, Developments in... 2010].

Modelowanie tolerancyjne rozwazanego przewodnika sprowadza sie tu do wyboru
odpowiednich funkcji ksztattu. Rozwazania ograniczono do jednego statego trzyelemen-
towego ciagu G = G, |,_;= (g..gc.20) |,..1= (g', g%, g°) Zlozonego z trzech jednako-
wych funkcji ksztattu g = g* = g® = g°, niezmieniajacych si¢ podczas obrotu ptaszczyzny
0 kat 27/3 wokot srodka xs dowolnej komérki heksagonalnej (zatozenie 2). Oznaczajac
przez w =y, + wy + wy sume amplitud fluktuacji odpowiadajacych funkcjom ksztattu
(9%, ¢°, ¢°), hipoteze micro-macro (1) zapisano w postaci:

w(x, z, t) = u(x, z, t) + g(xX)w(x, z, t) 9)

Funkcje g(+) nazwano bazowa funkcja ksztattu. Inspiracja do wykorzystania opisanej
ponizej bazowej funkcji ksztattu sa liczne prace [Cielecka 1995 i 1999, Cielecka i Woz-

Acta Sci. Pol.



Modelowanie tolerancyjne przewodnictwa ciep/a w kompozytach...

niak 1999, Wozniak i Wierzbicki 2000b, Kula i in 2012], w ktdrych z sukcesami byta juz

wykorzystana.

Wartosci bazowej funkcji ksztattu wyznaczono przez jej wartosci w obrgbie pierw-
szego z rombow /p; wzorcowej komorki szesciokatnej (rys. 3). Jako wzorcowa komdrke
szesciokatna wybrano pojedyncza komorke szesciokatna potozona wzgledem wprowa-
dzonego uktadu wspdtrzednych tak, jak to pokazano na rysunku 3. Wzdr funkcji ksztattu
w rombie /j; ma posta¢ g;(x1, Xp) = —2x; + 4. Uzyskano stad wartosci tej funkcji ksztattu

w obrebie wszystkich trzech romboéw /;, 1, My

gr(x) dlaxe/lp,

13 V3o
g(x) =gy (r(x) = g[(_le + TXQ, = 7)61 - Esz dlaxe

2

1 3 NC
g (s (s () = g4 (—?ﬁ +—x, — S ExZJ dlax ey

Fragment wykresu stosowanej funkcji ksztattu zilustrowano na rysunku 4.

4=1(0,0,4)
B - [1/1, B oj
2 2
B = [1,1, B, o}
2
B" = (=4, 0, 0)
C=(40, -2)
C = (—1/1, B, -1}
2"
" = (—1/1, B, —AJ
2 2

Rys. 4. Fragment wykresu stosowanej funkcji ksztattu g(x)
Fig. 4. Fragment of the graph of applied shape function g(x)

W zwiazku z tym mozna zapisac¢ uproszczona posta¢ modelu tolerancyjnego (2):

(V +0) KXV + 9] = ()d,u + VI (K V] = (f)

A’ [cgg)dw — (agg)d 1+ (V' g, KVg)y + (V' gK)Vu = ~(fz)

(10)

(11)

Architectura 12 (1) 2013
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Posta¢ rownan modelu (11) ma bardzo powazna wade. Nie uwzglednia ona bowiem
wptywu niezmienniczych wiasnosci rozwazanego przewodnika na wykorzystane tu
wspotczynniki. Jest mozliwe jednak przeformutowanie tych réwnan do postaci uwolnio-
nej od tej wady. Aby uzyskaé to przeformutowanie, wprowadzono dla kazdego x e R?
ortogonalna macierz:

cosf(x) —sinf(x) 0
P=P(x) = {P ()10, O]T} —lsinf(x) cosB(x) 0 (12)
[0, 0] ! 0 0 (grad g)
gdzie
gradg(x) = p(x)[cos B(x),cos f(x)] (13)

Przy powyzszych oznaczeniach gradient funkcji ksztattu moze by¢ zapisany jako:
Ve(x) = p(x)P(x)e, e=1,0, 0] (14)

W celu przeprowadzenia kolejnych obliczen oznaczono takze odpowiednio przez (-),
e ¢ Srednie catkowe na obszarach rombow /g, My, 1p,,; oraz:

P =(0)[ (PP}, Py ={p)i (OP)u,  Pu = (O)u{PP)m (15)
Nalezy takze zwrdci¢ uwage na tozsamosci:

Py = QTPIQa Py = QTPUQ» Py =P ={P)m (16)
Dla rozpatrywanej funkcji bazowej P, = I, gdzie przez | oznaczono macierz jednost-

kowa wymiaru 3 x 3, oraz {p); = 2.

Przytoczono takze dwie pozyteczne tozsamosci macierzowe, spetnione przez dowol-
na macierz kwadratowa B wymiaru 3 x 3.
— pierwsza tozsamos¢

[ b +by by — by 0
2 2
_ ha=hy
() B+Q'BQ+Q7BQ” =3 b122+ b1 A ;bﬂ 0| ="
0 0 by

by + by 0 0
2
-3l 0 by + by 0
2
0 0 by

Acta Sci. Pol.
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— druga tozsamosé¢
<%005(a - ﬂ)> <%cos(a - ,6’)> 0
I 1
(if) (QLBQy) = —<@005(a - ,6’)> <%cos(a - ,B)> 0 |+
1 1
0 0 (bs3);

r <x21 — X2 sin(a _ ﬂ)> <x11 + Xy sin(a _ ,3)> 0
2 I 2 1
+ —<x“+—x22sin(a - ﬂ)> <Msin(a - ﬁ)>
2 I 2 1

0 0 0

(=)

Ostatnia, trzecia tozsamos¢ jest szczeg6lnym przypadkiem tozsamosci drugiej dla sy-
metrycznej macierzy kwadratowej B wymiaru 3% 3:
— trzecia tozsamosé¢

—<b11 + by cos(ar — /3)> <Msin(a - ﬁ)> 0
2 ] 2 I
(iii) (QyBQp) = —<%Sin<a‘ ﬁ>> <%°°S(“_ / )> * "
I 1

0 0 (b33,

<—b“ -12-1722 cos(a — ,3)> I+ <%sin(a - :3)> Qx: 0
, I
o’ (b33)1

Stosujac powyzsze tozsamosci, kolejne wspdétczynniki modelu (11) mozna zapisaé
w postaciach, w ktérych wida¢ dominacje wplywu geometrycznej budowy przegrody
na jej termiczne wiasnosci makroskopowe. Oto obliczenie dla pierwszego z tych wspot-
czynnikow:

(KVg) = (V' gk) =
= Y(PKP); + (pKP) ;s + (0KP) e =
1 (17)

1

P
= WK P, + Q"K, PO + 0K, P,0")e

1
= %(KI + 0" K0+ 0K,0")e = E[Kll + K, 0, 0]

Architectura 12 (1) 2013
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Na podobnej drodze obliczono drugi z nich:
(V'gKVg) =

=1’ (0’ P"KP); + (0’ P"KP); +(p’ P"KP))e =

P=I
=3¢ (P'K,P, + 0"PK,PQ + 0P K,P,Q")e = a8)
Kip + K» 0 0
2 1
:[1 0 0] 0 K‘” +K22 O 0 :l(KllJ’_KZZ)
2 0 2
0 0 K33
W koncu obliczono trzeci wspétczynnik:
K+ Kp 0 0
2
K + K
(K) = (K, +0"K,Q+ 0K, Q") =| 0 S22 0 (19)
0 0 K33
i dla wspdtczynnikow proporcjonalnych do $redniej (gg), = %/12:
1,
(cgg) = c1{gg) = —A"¢;
6 (20)

1
(agg) = K33(gg); = 6/12’(33
Nie wprowadzajac zadnych ograniczen dotyczacych zrodet ciepta, zaznaczono tylko, ze:

o) =501 + (S + (fe)m) (21)

Uwzgledniajac nowe postaci wspotczynnikow i uproszczona posta¢ hipotezy micro-
-macro, zapisano rownania modelowe (11) w postaci:

Acta Sci. Pol.
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EL]%(ZZ 0 0

(vV+)) o AEER 0 (V+a>u]—c[atu+vT[%[rm + K, 0,01y =
0 0 K33

= (1 + fu + fur)
ﬁz[éﬂzcla Iﬂs - ?221(3381"8 ws] +

+%(Kll + KW+ %[’(11 + K, 0, 0]Vu = —%«fg)[ & + /&)

(22)
Rdwnania te stanowia punkt wyjscia do dalszych rozwazan.

ANALIZA ZJAWISKA EFEKTU BRZEGOWEGO

Dla rozwazanej w pracy przegrody pod pojeciem efektu brzegowego rozumiemy zja-
wisko polegajace na ,,wygaszaniu” przez przegrode zewnetrznych zmian temperatury.
Zmiany temperatury Sa reprezentowane w zastosowanym modelu przez pole amplitudy
fluktuacji . W celu dokonania préby analizy tego zjawiska wyodrebniono z réwnan mo-
delu (11) réwnanie efektu brzegowego [Cielecka i Wozniak 1999, Kula i in. 2012]:

A’[(agg)d w1 (V' gKVe)y = 0 (23)
i sformutowano bezwymiarowa postac tego réwnania. Wtym celu potozono x = %
Ky + Ky
oraz wprowadzono nastgpujace oznaczenia:
_ _A _ -l
H=Hy,~H, §=4%. 7(&) =2 gHE -

o(&) = %w(zx 2= HE K = (57

Nowa, bezwymiarowa, nieznang funkcje ¢(-) nazwano bezwymiarows amplituda
fluktuacji. Stata o to bezwymiarowy parametr skali. Wykorzystujac powyzsze oznacze-
nia, mozna zapisa¢ bezwymiarowe rownanie efektu brzegowego:

2
29
0L

gdzie ¢ = &7 (@), (k) jest matym parametrem.

+9=0 (25)
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Ponizej przeanalizowano zjawisko efektu brzegowego (25), przy zatozeniu nastepu-
jacych warunkow granicznych:

P(x, &= &) = pi(x) (26)
P(x, & =&) =@ (x)

oraz biorac pod uwagg, ze:

_H _H
é_H’ & H (27)

wviHE) = Hp (§), vy (HS) = Hpy (€)

Sformutowane zagadnienie ilustruje spos6b wygaszania przez przegrode zewnetrznych
zaburzen temperatury reprezentowanych na $cianach wyznaczonych réwnaniami: z = Hy
i z=H,, odpowiednio przez amplitudy fluktuacji v, (HSE) = Hp (E), w,(HE) = Hp, (&)
i przyjeta w rozwazaniach funkcje ksztattu. Rozwiazanie powyzszego zagadnienia mozna
zapisa¢ w postaci:

2 1 ¢
e’ e’ 0
px,z)=|—F—@¢ ———P e+
85 -1 65 -1 (28)
1 ¢
1 e’ 5
+ 3 o+ 3 o e
ed -1 ed -1

Nalezy zauwazy¢, ze uzyskane rozwiazanie zalezy od trzech wyrazow xiy,&»;,k33 Za
posrednictwem bezwymiarowego parametru utamka x = —3— oraz od bezwymia-
rowego parametru skali o. Kip + K

Rysunek 5 przedstawia zalezno$¢ bezwymiarowej amplitudy fluktuacji dla wybra-
nych wartosci parametru ¢ oraz wybranych wartosci ilorazu &33 /(K11 + K2,) reprezento-
wanych stata u:

§=—: o =—2% =\/ a \/ = (29)

20 \/g t}"(K) B K1 + Ky

Stad 0, x = L,u, gdzie = 0,0204 .

1
2076 2076

Dla zatozonych warunkéw brzegowych @ =3, @, =1 kilku przykladowo przyje-
tych wartosci ¢ uzyskano ilustracjg rozwiazania (28) przedstawiona na rysunku 5.
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4:}
3,0 Legenda

2,5

2,0

15

1,0

0,5

0,0

Rys. 5. Rozwiazanie zagadnienia brzegowego dla przyktadowych wartosci parametru u
Fig. 5.  The solution of boundary effect problem for few example values of parameter u

Uzyskane rozwiazania sformutowanego zagadnienia brzegowego prowadza do wnio-
sku, ze intensywnos¢ ttumienia zewngtrznych zmian temperatury zalezy od wielkosci
parametru mikrostruktury i termicznych witasciwosci przegrody reprezentowanych wiel-
koscia ra3/(r11 + 20) utworzona przez skladowe macierzy przewodnictwa w obszarze
pierwszego rombu.

PODSUMOWANIE

W pracy zaprezentowany zostat sposéb dostosowania tolerancyjnego modelu prze-
wodnictwa ciepta dla przewodnika o dwukierunkowo-periodycznej heksagonalnej struk-
turze materialnej. Rozwazony zostat szczeg6lny przypadek takiej struktury, w ktorej
pojedyncza komorka szesciokatna sktada si¢ z trzech sktadnikéw o przekroju rombu,
a kazdy z tych sktadnikéw ma taka sama wewnetrzna strukture materialna. W obrebie
kazdej komorki heksagonalnej struktura materialna jest niezmiennicza wzgledem obrotu
o0 kat 27/3 wzgledem srodka tej komorki. Réwniez funkcja ksztattu opisujaca strukture
kolejnych sktadnikdw o przekroju rombu posiada te wiasnos¢. W zwiazku z tym przy
zastosowaniu tylko jednej funkcji ksztattu w réwnaniach modelu redukuje sie sktadnik
z pierwsza pochodna amplitudy fluktuacji, co znacznie upraszcza analize usrednionego
modelu tolerancyjnego rozwazanego przewodnika. Wykazano, ze otrzymany usredniony
model jest modelem izotropowym.

Jako ilustracje rozwazan z réwnan modelu wyodrebniono tzw. réwnanie efektu brze-
gowego, ktére w rozwazanym przypadku jest rownaniem rozniczkowym zwyczajnym
drugiego rzedu. Dla tego réwnania sformutowano zagadnienie brzegowe i przedstawiono
jego rozwiazanie dla rozwazanej struktury materialnej. Mozna na tej podstawie stwier-
dzi¢, ze mozliwe jest takie projektowanie struktury materialnej spetniajacej dwa zatoze-
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nia przedstawione na poczatku pracy, aby uzyska¢ jak najwigksze sttumienie amplitudy
fluktuacji przy przejsciu od zewngtrznych powierzchni przegrody ku jej wngtrzu. Istnieje
wigc mozliwos¢ konstruowania przegréd budowlanych z prezentowanego kompozytu
tak, aby uzyskiwa¢ mozliwie najlepsze wiasnosci izolacyjne.

Nalezy podkresli¢, ze otrzymane wyniki dotycza tylko najprostszej postaci oscylacji
temperatury, wyznaczonej przez zastosowana pojedyncza funkcje ksztattu.

W pracy nie uzyskano odpowiedzi na pytanie, czy bardziej skomplikowane oscylacje
temperatury maja duzy wptyw na zmiang opisanego sposobu wygaszania tych oscylacji
wewnatrz rozwazanej przegrody, a takze, czy geometria przewodnika, a nie jego struktura
termiczna, ma dominujacy wptyw na makrowlasnosci przewodnika, jak to wykazano dla
rozwazanego przypadku.
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SOME REMARKS ON THE TOLERANCE AVERAGING OF HEAT
CONDUCTION IN COMPOSITES WITH BIPERIODIC STRUCTURE

Abstract. This paper shows some attempt of analysis of temperature boundary effect in
wall with bi-periodic material structure in which every surface parallel to outside and in-
side surface is bi-periodic surface. As the instrument of modeling there are used the toler-
ance model equations for periodic composite. The considerations are limited to walls made
with material with hexagonal-type structure. There is also formulated and solved boundary
problem for boundary effect in mentioned wall.

Key words: heat conduction, biperiodic conductors, tolerance averaging, boundary effect
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