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MODELOWANIE TOLERANCYJNE PRZEWODNICTWA 
CIAP A W KOMPOZYTACH O STRUKTURZE 
DWUKIERUNKOWO-PERIODYCZNEJ 

Marta Mazewska, Ewaryst Wierzbicki
Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. W niniejszej pracy sformu owano tolerancyjny model przewodnictwa ciep a, 
a nast pnie w ramach uzyskanego modelu przedstawiono prób  analizy zjawiska tempera-
turowego efektu brzegowego w wybranych kompozytach o dwukierunkowo periodycznej 
strukturze materialnej. Jako przedmiot analizy wybrano przegrod  zbudowan  z kompo-
zytu, w którym ka da p aszczyzna równoleg a do zewn trznej i wewn trznej p aszczyzny 
przegrody jest p aszczyzn  dwukierunkowej periodyki. Jako narz dzie modelowania wy-
korzystano tolerancyjny model przewodnictwa ciep a kompozytu periodycznego. W pra-
cy ograniczono rozwa ania do przegród o heksagonalnej strukturze materialnej, a tak e 
sformu owano i rozwi zano zagadnienie graniczne opisuj ce zjawisko efektu brzegowego 
zachodz ce w wymienionej przegrodzie. 

S owa kluczowe: przewodnictwo ciep a, przewodniki dwukierunkowo-periodyczne, u red-
nianie tolerancyjne, efekt brzegowy
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Ka dorazowe wykorzystanie techniki tolerancyjnego u redniania [Wo niak i Wierz-
bicki 2000a, Thermomechanics of... 2009, Developments in... 2010, J drysiak 2010], 
jako narz dzia modelowania, wymaga doboru pewnej klasy funkcji kszta tu. Czynno  
ta jest zazwyczaj trudnym do wykonania elementem modelowania. Dla jednokierunkowo 
periodycznych struktur warstwowych dysponuje si  z zasady niezawodnym wyborem 
kawa kami liniowej funkcji kszta tu. Znacznie trudniejsza jest sytuacja w przypadku 
struktur dwukierunkowo periodycznych. W przypadku struktur heksagonalnych, które 
s  przedmiotem rozwa a  pracy, wspomniana funkcja kszta tu ma swój odpowiednik 
i zostanie on tutaj wykorzystany. Podobne zagadnienia analizowano w pracach Cieleckiej 
[1995, 1999], Cieleckiej i J drysiaka [2002] oraz Cieleckiej i Wo niaka [1999].
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Przedmiotem rozwa a  pracy jest przegroda budowlana o heksagonalnej strukturze 
materialnej (rys. 1). Nale y podkre li , e ograniczono si  tylko do takiego ustawienia 
tej przegrody, by p aszczyzny równoleg e do zewn trznej i wewn trznej ciany przegro-
dy by y p aszczyznami dwukierunkowej heksagonalnej periodyki. Interesuj ce wydaje 
si  bowiem pytanie, czy i jak intensywnie tak zbudowana przegroda t umi zewn trzne 
 uktuacje temperatury. Celem pracy jest opisanie i zbadanie zjawiska efektu brzegowego 

w takiej przegrodzie.   

Opisan  przegrod  potraktowano jako szczególny przypadek dwukierunkowo perio-
dycznego przewodnika, którego ka da sze ciok tna komórka nie zmienia swojej budowy 
podczas obrotu o k t 2 /3 wzgl dem osi przechodz cej przez jej rodek. Poniewa  jako 
narz dzie modelowania wybrano technik  tolerancyjnego u redniania, wi c pole tempe-
ratury w(·, t), okre lone w obszarze zaj tym przez kompozyt w kon  guracji odniesienia 
i w ustalonej chwili t czasu, reprezentowane b dzie przez posta  znanej hipotezy micro-
macro [Wo niak i Wierzbicki 2000a, Thermomechanics of... 2009, Developments in... 
2010, J drysiak 2010]:

( , , ) ( , , ) ( ) ( , , )A Aw x z t u x z t g x x z t  (1)

w której pole u rednionej temperatury i pola amplitud  uktuacji temperatury (nazwane 
tu krócej amplitudami  uktuacji) oznaczono odpowiednio symbolami u, A. Indeks A 
przebiega warto ci 1, ..., N, gdzie N jest liczb  stosowanych funkcji kszta tu gA. 

Geometri  materia u, z którego zbudowana jest przegroda, zilustrowano na rysunku 2.
Ze wzgl du na budow  rozwa anej przegrody czasami nazywa si  j  przegrod  pali-
sadow . Na rysunkach 1 i 2 cienkimi przerywanymi liniami zaznaczono osie symetrii 
heksagonalnej struktury przewodnika. Nie s  one na ogó  osiami symetrii jego struktury 
materialnej, chocia  mo e zaistnie  taki przypadek.      

Wobec obszernej literatury dotycz cej podstaw i zasad stosowania modelowania to-
lerancyjnego [Wo niak i Wierzbicki 2000a, Thermomechanics of... 2009, Developments 

Rys. 1. Przegroda budowlana zbudowana z materia u kompozytowego o strukturze heksagonalnej
Fig. 1. Wall made of periodic composite with hexagonal-type structure 
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in... 2010, J drysiak 2010] punktem wyj cia rozwa a  b dzie wielokrotnie opisywany 
uk ad równa  modelu tolerancyjnego i wyprowadzenie tych równa  nie b dzie tu przy-
taczane. 

Najpierw przyst piono do modelowania tolerancyjnego. B dzie ono w tej pracy sk a-
da  si  z dwóch etapów. Pierwszy z nich sprowadza si  do uwzgl dnienia warunków 
symetrii w stosunku do ogólnych równa  modelu tolerancyjnego oraz do uwzgl dnienia 
za o e  przyj tych zarówno dla struktury materialnej rozwa anego kompozytu, jak i dla 
ogólnej postaci funkcji kszta tu. Oznacza to odpowiednie matematyczne przeformu owa-
nie modelu. Etap drugi modelowania polega na wprowadzeniu do modelu odpowiednio 
wybranych funkcji kszta tu. Jako ilustracj  dotycz c  rozwa a  teoretycznych w ko co-
wej cz ci pracy sformu owano zagadnienie graniczne dla równania efektu brzegowego, 
b d cego cz ci  sk adow  równa  modelowych.

W stosunku do stosowanych funkcji kszta tu za o ono niezmienniczo  wzgl dem 
obrotów o k t 120°, identyczn  z niezmienniczo ci  opisan  powy ej dla struktury ma-
terialnej rozwa anego przewodnika. Aby doprowadzi  równania tolerancyjnego modelu 
przewodnictwa ciep a do postaci umo liwiaj cej analiz  zagadnie  przewodnictwa cie-
p a w o rodku o kompozytowej dwukierunkowo-periodycznej heksagonalnej strukturze 
materialnej, oznaczono przez ·  ca kow  operacj  u redniania na obszarze powtarzalnej 
komórki sze ciok tnej oraz przytoczono równania modelu tolerancyjnego dla dwukie-
runkowo-periodycznego przewodnika w postaci [Wo niak i Wierzbicki 2000a]: 

2

( ) [ ( ) ] [ ]

[ ]

T T A A
t

A B B A B T B T A B A B B
t

T A B B T A A

u c u g f

cg g ag g g g g g

g g g u fg

K K

K K

K K  

(2)

w których: 1 2 3[ , , 0] ; [0, 0, ] ; / ,T T T
t  i które otrzymano przy zasto-

sowaniu techniki tolerancyjnego u redniania z parabolicznego równania przewodnictwa 
ciep a Fouriera:

( ) [ ( ) ]T
tw c w fK  (3)

Rys. 2.  Przewodnik o heksagonalnej strukturze materialnej
Fig. 2.  The conductor with hexagonal-type material structure
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Pole u rednionej temperatury i pola amplitud  uktuacji oznaczono tu odpowiednio 
symbolami u, A; indeks A przebiega warto ci 1, ..., N, gdzie N jest liczb  stosowanych 
funkcji kszta tu gA. Pole róde  ciep a oznaczono symbolem f. Tu i dalej zastosowano 
oznaczenia: x = [x1, x2, 0]T, z = x3. Wymaga si , by wymienione pola u, A, które s  
podstawowymi niewiadomymi modelu, zde  niowane w 3

1 2( , )H H R , by y 

wolnozmiennymi funkcjami zmiennej x R , 1
0( , , ),  ( , , ) ( )Au u z t z t SV .

W powy szych równaniach wyst puj  tak e pola charakteryzuj ce struktur  ciepln  
przewodnika, tzn. ciep o w a ciwe c = c(x, z) oraz symetryczna macierz przewodnictwa 
ciep a: 

(
( , )

(

, )
)T

x
x z

a z

z
K

K h

h
 (4)

W szczególnym przypadku macierz K b dzie tak e zapisywana w postaci:

11 12 13

21 22 23

31 32 33

k k k
k k k
k k k

K  (5)

Jak ju  wspomniano, rozwa ania ograniczono do przewodników z periodyczn  struk-
tur  heksagonaln . Struktur  t  dok adnie opisano w nast pnej cz ci.

OPIS W ASNO CI ANIZOTROPOWYCH PRZEWODNIKA 

Struktura materialna rozwa anego przewodnika sk ada si  z komórek o przekroju sze-
ciok ta foremnego, niezmienniczych wzgl dem obrotów o k t 120o wzgl dem rodków 

komórek sze ciok tnych. W rozpatrywanym przypadku komórka sze ciok tna podzielo-
na b dzie na trzy komórki o przekroju w kszta cie rombu , ,I II III . Struktura mate-
rialna ka dego z trzech rombów w komórce heksagonalnej jest identyczna, lecz anizotro-
powa. Przez Q = Q  oznaczono macierz obrotu o k t , czyli  = 2 /3: 

cos sin 0
( ) [0,0] sin cos 0

[0,0] 1 0 0 1

cos sin
sin cos

T
Q

Q

Q
 (6)

Z formalnego punktu widzenia przyj to zatem dwa za o enia dotycz ce rozwa anego 
przewodnika. Przyjmuj c, e rozwa ana przegroda jest fragmentem pewnej niesko czo-
nej warstwy, za o ono, e w R2 dana jest rodzina rodków x  komórek heksagonal-
nych.



Modelowanie tolerancyjne przewodnictwa ciep a w kompozytach...                                                      7

Architectura 12 (1) 2013

Za o enie 1. Struktura materialna rozwa anego przewodnika jest niezmiennicza 
wzgl dem obrotu o k t  = 2 /3 wokó  ka dego rodka komórki heksagonalnej:

( , ) ( ( ), ), ( , ) ( ( ), )x z r x z c x z c r x zK K

gdzie ( ) [ ]Tr x x x xQ  jest obrotem w R2 doko a ustalonego rodka x  dowolnej 
komórki sze ciok tnej.  

Za o enie 2. Funkcje kszta tu g1, ..., gN mo na posortowa  na roz czne trzyelemen-
towe ci gi Gs  (g1

s  , g2
s  , g3

s ), s = 1, ..., n, N = 3n, niezmiennicze wzgl dem obrotu o k t 
2 /3 wokó  ka dego rodka x  komórki heksagonalnej:

2 1 3 2 1 3( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )s s s s s sg x g r x g x g r x g x g r x

Komórk  tak  zilustrowano na rysunku 3. W celu wyró nienia wzorcowej (reprezen-
tatywnej) komórki sze ciok tnej za o ono, e rodzina xs rodków komórek sze ciok t-
nych zawiera pocz tek x0 przyj tego kartezja skiego uk adu wspó rz dnych i tym samym 
komórk  o rodku x0 wyró niono jako komórk  wzorcow  (reprezentatywn ). 

Nale y podkre li , e wobec podzia u rodziny funkcji kszta tu na trzywyrazowe ci -
gi Gs  (g1

s  , g2
s  , g3

s   ) nie sformu owano wymaga , by ka da funkcja kszta tu w trójce 
Gs  (g1

s  , g2
s  , g3

s   ) by a inna, czyli by ten trzyelementowy ci g by  sta ym ci giem trzech 
funkcji. Nale y si  spodziewa , e sytuacje, w których wyst puj  takie trzywyrazowe 
ci gami sta e, mog  mie  miejsce w modelowaniu struktur dwukierunkowo-periodycz-
nych bardzo cz sto. Jedna z takich sytuacji b dzie rozpatrywana w dalszym ci gu pracy.

Spe nienie sformu owanych powy ej za o e  sprawia, e mo liwe jest zapisanie ma-
cierzy przewodnictwa ciep a dla wszystkich trzech rombów , ,I II III :

Rys. 3. Pojedyncza komórka heksagonalna o niezmienniczej strukturze materialnej dla obrotów 
o 2 /3

Fig. 3. Single hexagonal cell with material structure invariant over 2 /3 – rotations



8                                                                                                                                            M. Mazewska, E. Wierzbicki

Acta Sci. Pol.

1 2

1 2

1 2

   dla  ( , ) ( , )

( ) =  =   dla  ( , ) ( , )

 = =   dla  ( , ) ( , )

I I

T
II I II

T T
III II I III

x z H H

x z H H

x z H H

x

x x

x

K

K K Q K Q

K Q K Q  QK Q

 (7)

gdzie Q = Q  jest macierz  obrotu o k t  dla  = 2 /3. Podobnie niezmienniczo  wzgl -
dem obrotów pola ciep a w a ciwego w obszarach poszczególnych rombów:

1 2

1 2

1 2

   dla  ( , ) ( , )

( ) =   dla  ( , ) ( , )

 dla  ( , ) ( , )

I I

II II

III III

c x z H H

c c x z H H

c x z H H

x

x x

x

 (8)

oznacza, e cI = cII = cIII, czyli e ciep o w a ciwe jest sta e prawie wsz dzie w obsza-
rze przegrody. W celu zwi kszenia czytelno ci dalszej cz ci pracy w miejscach, gdzie 
rozwa ania b d  dotyczy y sta ych warto ci macierzy przewodnictwa odniesionych 
do obszaru pierwszego rombu, zastosowano dla tych sta ych greckie litery KI = ( ij), 
i, j = 1, 2, 3.

Za o ono ponadto, e d ugo   boku pojedynczej komórki sze ciok tnej jest du o 
mniejsza od charakterystycznego wymiaru obszaru  i podkre lono w tym miejscu, e 
przedmiotem rozwa a  pracy jest zatem mikroperiodyczny przewodnik anizotropowy, 
którego w asno ci termiczne wyznaczone s  sta  macierz  przewodnictwa KI

 

pierwsze-
go rombu i sta ym ciep em w a ciwym pierwszego rombu I oraz za o eniami 1 i 2.

MODELOWANIE TOLERANCYJNE

Najtrudniejszym elementem tolerancyjnego modelowania struktur dwukierunkowo-
-periodycznych jest dobór odpowiednich funkcji kszta tu. To w a nie funkcje kszta tu 
okre laj  zakres badanych w tolerancyjnym modelu przewodnictwa ciep a  uktuacji tem-
peratury i mo liwych odpowiedzi przewodnika poddanego takim  uktuacjom. Nie mog  
to by  funkcje dowolne, lecz musz  spe nia  szereg warunków [Wo niak i Wierzbicki 
2000a, Thermomechanics of... 2009, Developments in... 2010].

Modelowanie tolerancyjne rozwa anego przewodnika sprowadza si  tu do wyboru 
odpowiednich funkcji kszta tu. Rozwa ania ograniczono do jednego sta ego trzyelemen-
towego ci gu 1 2 3 1 2 3

,  ,   1 1| ( ) | ( , ),s s s s s sG G g g g g g g  z o onego z trzech jednako-
wych funkcji kszta tu g  g1 = g2 = g3, niezmieniaj cych si  podczas obrotu p aszczyzny 
o k t 2 /3 wokó  rodka xs dowolnej komórki heksagonalnej (za o enie 2). Oznaczaj c 
przez   I + II + III sum  amplitud  uktuacji odpowiadaj cych funkcjom kszta tu  
(g1, g2, g3), hipotez  micro-macro (1) zapisano w postaci:

( , , ) ( , , ) ( ) ( , , )w x z t u x z t g x x z t  (9)

Funkcj  g(·) nazwano bazow  funkcj  kszta tu. Inspiracj  do wykorzystania opisanej 
poni ej bazowej funkcji kszta tu s  liczne prace [Cielecka 1995 i 1999, Cielecka i Wo -
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niak 1999, Wo niak i Wierzbicki 2000b, Kula i in 2012], w których z sukcesami by a ju  
wykorzystana.

Warto ci bazowej funkcji kszta tu wyznaczono przez jej warto ci w obr bie pierw-
szego z rombów I wzorcowej komórki sze ciok tnej (rys. 3). Jako  wzorcow  komórk  
sze ciok tn  wybrano pojedyncz  komórk  sze ciok tn  po o on  wzgl dem wprowa-
dzonego uk adu wspó rz dnych tak, jak to pokazano na rysunku 3. Wzór funkcji kszta tu 
w rombie I  ma posta  gI(x1, x2) = –2x1 + . Uzyskano st d warto ci tej funkcji kszta tu 
w obr bie wszystkich trzech rombów , , :I II III

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) dla 

1 3 3 1( ) ( ) , dla 
2 2 2 2

1 3 3 1( ) , dla 
2 2 2 2

I I

II s I II

III s s I III

g x x

g x g r x g x x x x x

g r r x g x x x x x

 (10)

Fragment wykresu stosowanej funkcji kszta tu zilustrowano na rysunku 4.

W zwi zku z tym mo na zapisa  uproszczon  posta  modelu tolerancyjnego (2):

2

( ) [ ( ) ] [ ]

[ ]

T T
t

T T T
r

u c u g f

cg agg g g g u fgg

K K

K K
 (11)

(0, 0, )

1 3, , 0
2 2

1 3, , 0
2 2

( , 0, 0)

( , 0, )

1 3, , 
2 2

1 3, , 
2 2

A

B

B

B

C

C

C

Rys. 4.  Fragment wykresu stosowanej funkcji kszta tu g(x)
Fig. 4.  Fragment of the graph of applied shape function g(x)
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Posta  równa  modelu (11) ma bardzo powa n  wad . Nie uwzgl dnia ona bowiem 
wp ywu niezmienniczych w asno ci rozwa anego przewodnika na wykorzystane tu 
wspó czynniki. Jest mo liwe jednak przeformu owanie tych równa  do postaci uwolnio-
nej od tej wady. Aby uzyska  to przeformu owanie, wprowadzono dla ka dego x R2

 
ortogonaln  macierz:

cos ( ) sin ( ) 0
( ) [0, 0]( ) sin ( ) cos ( ) 0

[0, 0] 1 0 0 grad

T x x
xx x x

g

PP P  (12)

gdzie

grad ( ) ( )[cos ( ),cos ( )]g x x x x  (13)

Przy powy szych oznaczeniach gradient funkcji kszta tu mo e by  zapisany jako:

( ) ( ) ( ) ,    [1, 0, 0]Tg x x xP e e  (14)

W celu przeprowadzenia kolejnych oblicze  oznaczono tak e odpowiednio przez · I, 
· II, · III rednie ca kowe na obszarach rombów , , I II III oraz: 

1 1 1, ,I I I II II II III III III      P P P P P P  (15)

Nale y tak e zwróci  uwag  na to samo ci:

,,     T T
II I III II I II IIIQ Q Q QP P P P  (16)

Dla rozpatrywanej funkcji bazowej PI = I, gdzie przez I oznaczono macierz jednost-
kow  wymiaru 3 × 3, oraz I = 2.  

Przytoczono tak e dwie po yteczne to samo ci macierzowe, spe nione przez dowol-
n  macierz kwadratow  B wymiaru 3 × 3. 

pierwsza to samo

12 21

11 22 12 21

2 2 12 21 11 22

33

11 22

11 22

33

0
2 2

( ) 3 0
2 2

0 0

0 0
2

3 0 0
2

0 0

b b
T T

b b b b

b b b bi

b

b b

b b

b

B Q BQ Q BQ

–
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druga to samo
11 22 12 21

12 21 11 22

33

21 12 11 22

11 22 21 12

cos( ) cos( ) 0
2 2

( ) cos( ) cos( ) 0
2 2

0 0

sin( ) sin( ) 0
2 2

 sin( ) sin( ) 0
2 2

00 0

I I

T

I I

I

I I

I I

b b b b

b b b bii

b

x x x x

x x x x

Q BQ

Ostatnia, trzecia to samo  jest szczególnym przypadkiem to samo ci drugiej dla sy-
metrycznej macierzy kwadratowej B wymiaru 3× 3:

trzecia to samo

11 22 11 22

11 22 11 22

33

11 22 11 22
/2

33

cos( ) sin( ) 0
2 2

( ) sin( ) cos( ) 0
2 2

0 0

cos( ) sin( )
2 2

I I

T

I I

I

T

I I
T

I

b b b b

b b b biii

b

b b b b

b

Q BQ

I Q

Stosuj c powy sze to samo ci, kolejne wspó czynniki modelu (11) mo na zapisa  
w postaciach, w których wida  dominacj  wp ywu geometrycznej budowy przegrody 
na jej termiczne w asno ci makroskopowe. Oto obliczenie dla pierwszego z tych wspó -
czynników:

1
3

1
3

1
11 223

( )

)

1( ) , 0, 0]
2

(

[

T T

I II III

T T
I I I

T T T

g g

Q Q Q Q

Q Q Q Q

IP I

I I I

I I I

K K

KP KP KP e

K e

e

K P K P P

K K K

 (17)

–

–
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Na podobnej drodze obliczono drugi z nich:

1 2 2 2
3

1
3

11 22

11 22
11 22

33

( )

( )

0 0
2 1

11 0 0 0 0 0 ( )
2 200 0

I

I I

T

T T T T
I II III

P I
T T T T T T

I I I I I I I

g g

Q Q Q Q

K

e P KP P KP P KP e

e P K P P K P P K P e

 

(18)

W ko cu obliczono trzeci wspó czynnik:

11 22

1 11 22
3

33

0 0
2

0 0
2

0 0

T T
I I I IQ Q Q QK K K K  (19)

i dla wspó czynników proporcjonalnych do redniej 21
6Igg :

2

2
33 33

1
6

1
6

II I

I

cgg c gg c

agg gg

 (20)

Nie wprowadzaj c adnych ogranicze  dotycz cych róde  ciep a, zaznaczono tylko, e:

1
3 I II IIIfg fg fg fg  (21)

Uwzgl dniaj c nowe postaci wspó czynników i uproszczon  posta  hipotezy micro-
-macro, zapisano równania modelowe (11) w postaci:
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11 22

11 22
11 22

33

1
3

2 2 2
33

1
11 22 11 22 3

0 02
1( ) [ 0 0 ( ) ] [ , 0, 0] ]2 2

0 0

( )

1 3[ ]
6 3

1 1( ) , 0, 0] ( )
2 2

[

[

T T T r
I t

I II III

s T s
I

s
I II III

u c u

f f f

c

u fg fg fg

 

 (22)
Równania te stanowi  punkt wyj cia do dalszych rozwa a .

ANALIZA ZJAWISKA EFEKTU BRZEGOWEGO

Dla rozwa anej w pracy przegrody pod poj ciem efektu brzegowego rozumiemy zja-
wisko polegaj ce na „wygaszaniu” przez przegrod  zewn trznych zmian temperatury. 
Zmiany temperatury s  reprezentowane w zastosowanym modelu przez pole amplitudy 
 uktuacji . W celu dokonania próby analizy tego zjawiska wyodr bniono z równa  mo-

delu (11) równanie efektu brzegowego [Cielecka i Wo niak 1999, Kula i in. 2012]:

2[ ] 0T Tagg g gK  (23)

i sformu owano bezwymiarow  posta  tego równania. W tym celu po o ono 33

11 22
oraz wprowadzono nast puj ce oznaczenia:

1
2 1

0

, , ( ) ( )

1( ) ( ), ,

    

    

H H H g HH

z z H
H

 (24)

Now , bezwymiarow , nieznan  funkcj  (·) nazwano bezwymiarow  amplitud  
 uktuacji. Sta a  to bezwymiarowy parametr skali. Wykorzystuj c powy sze oznacze-

nia, mo na zapisa  bezwymiarowe równanie efektu brzegowego:

2
2

2 0  (25)

gdzie 2 ( )tr Ka  jest ma ym parametrem.
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Poni ej przeanalizowano zjawisko efektu brzegowego (25), przy za o eniu nast pu-
j cych warunków granicznych:

1 1

2 2

( , ) ( )

( , ) ( )

x x

x x
 (26)

oraz bior c pod uwag , e:

1 2
1 2

1 1 2 2

,

( ) ( ), ( ) ( )

H H
H H

H H H H
 (27)

Sformu owane zagadnienie ilustruje sposób wygaszania przez przegrod  zewn trznych 
zaburze  temperatury reprezentowanych na cianach wyznaczonych równaniami: z = H1  
i

 

z = H2, odpowiednio przez amplitudy  uktuacji 1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( )H H H H
i przyj t  w rozwa aniach funkcj  kszta tu. Rozwi zanie powy szego zagadnienia mo na 
zapisa  w postaci:

2 1

1 22 2

1

1 22 2

( , )

1 1

1

1 1

x z
e e e

e e

e e
e e

 (28)

Nale y zauwa y , e uzyskane rozwi zanie zale y od trzech wyrazów 11 22 33, ,  za 
po rednictwem bezwymiarowego parametru u amka 33

11 22
 oraz od bezwymia-

rowego parametru skali . 
Rysunek 5 przedstawia zale no  bezwymiarowej amplitudy  uktuacji dla wybra-

nych warto ci parametru  oraz wybranych warto ci ilorazu 33 11 22/( ) reprezento-
wanych sta  : 

33

11 22

1 1; ;
20 ( )6

    a
tr K

 (29)

St d ,
1

20 6
a K , gdzie 

1 0,0204
20 6

.

Dla za o onych warunków brzegowych 1 23, 1 i kilku przyk adowo przyj -
tych warto ci  uzyskano ilustracj  rozwi zania (28) przedstawion  na rysunku 5.
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Uzyskane rozwi zania sformu owanego zagadnienia brzegowego prowadz  do wnio-
sku, e intensywno  t umienia zewn trznych zmian temperatury zale y od wielko ci 
parametru mikrostruktury i termicznych w a ciwo ci przegrody reprezentowanych wiel-
ko ci  33/( 11 + 22), utworzon  przez sk adowe macierzy przewodnictwa w obszarze 
pierwszego rombu.

PODSUMOWANIE 

W pracy zaprezentowany zosta  sposób dostosowania tolerancyjnego modelu prze-
wodnictwa ciep a dla przewodnika o dwukierunkowo-periodycznej heksagonalnej struk-
turze materialnej. Rozwa ony zosta  szczególny przypadek takiej struktury, w której 
pojedyncza komórka sze ciok tna sk ada si  z trzech sk adników o przekroju rombu, 
a ka dy z tych sk adników ma tak  sam  wewn trzn  struktur  materialn . W obr bie 
ka dej komórki heksagonalnej struktura materialna jest niezmiennicza wzgl dem obrotu 
o k t 2 /3 wzgl dem rodka tej komórki. Równie  funkcja kszta tu opisuj ca struktur  
kolejnych sk adników o przekroju rombu posiada t  w asno . W zwi zku z tym przy 
zastosowaniu tylko jednej funkcji kszta tu w równaniach modelu  redukuje si  sk adnik 
z pierwsz  pochodn  amplitudy  uktuacji, co znacznie upraszcza analiz  u rednionego 
modelu tolerancyjnego rozwa anego przewodnika. Wykazano, e otrzymany u redniony 
model jest modelem izotropowym. 

Jako ilustracj  rozwa a  z równa  modelu wyodr bniono tzw. równanie efektu brze-
gowego, które w rozwa anym przypadku jest równaniem ró niczkowym zwyczajnym 
drugiego rz du. Dla tego równania sformu owano zagadnienie brzegowe i przedstawiono 
jego rozwi zanie dla rozwa anej struktury materialnej. Mo na na tej podstawie stwier-
dzi , e mo liwe jest takie projektowanie struktury materialnej spe niaj cej dwa za o e-

Rys. 5.  Rozwi zanie zagadnienia brzegowego dla przyk adowych warto ci  parametru 
Fig. 5.  The solution of boundary effect problem for few example values of parameter 
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nia przedstawione na pocz tku pracy, aby uzyska  jak najwi ksze st umienie amplitudy 
 uktuacji przy przej ciu od zewn trznych powierzchni przegrody ku jej wn trzu. Istnieje 

wi c mo liwo  konstruowania przegród budowlanych z prezentowanego kompozytu 
tak, aby uzyskiwa  mo liwie najlepsze w asno ci izolacyjne.

Nale y podkre li , e otrzymane wyniki dotycz  tylko najprostszej postaci oscylacji 
temperatury, wyznaczonej przez zastosowan  pojedyncz  funkcj  kszta tu. 

W pracy nie uzyskano odpowiedzi na pytanie, czy bardziej skomplikowane oscylacje 
temperatury maj  du y wp yw na zmian  opisanego sposobu wygaszania tych oscylacji 
wewn trz rozwa anej przegrody, a tak e, czy geometria przewodnika, a nie jego struktura 
termiczna, ma dominuj cy wp yw na makrow asno ci przewodnika, jak to wykazano dla 
rozwa anego przypadku.  
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SOME REMARKS ON THE TOLERANCE AVERAGING OF HEAT 
CONDUCTION IN COMPOSITES WITH BIPERIODIC STRUCTURE

Abstract. This paper shows some attempt of analysis  of temperature boundary effect in 
wall with bi-periodic material structure  in which every surface parallel to outside and in-
side surface is  bi-periodic surface. As the instrument of modeling there are used the toler-
ance model equations for periodic composite. The considerations are limited to walls made 
with material with hexagonal-type structure. There is also formulated and solved boundary 
problem for boundary effect in mentioned wall.

Key words: heat conduction, biperiodic conductors, tolerance averaging, boundary effect
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