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ZAGADNIENIE EFEKTU WARSTWY BRZEGOWEJ 
W PRZEGRODZIE O POD U NEJ GRADACJI 
W ASNO CI

Monika W growska, Joanna Witkowska-Dobrev
Szko a G ówna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie

Streszczenie. Rozpatrzono zagadnienie efektu warstwy brzegowej w wielowarstwowej 
przegrodzie budowlanej charakteryzuj cej si  pod u n  gradacj  w asno ci dla zagadnienia 
stacjonarnego. Przegroda zbudowana jest z dwóch izotropowych, jednorodnych, spr y-
stych materia ów. Rozwi zanie ograniczono do jednowymiarowego zagadnienia. 

S owa kluczowe: materia  z funkcyjn  gradacj  w asno ci efektywnych, pod u na gradacja 
w asno ci, modelowanie asymptotyczne, efekt warstwy brzegowej 1

WST P

Jednym z najwa niejszych problemów teorii spr ysto ci w rozwa aniach nad niejed-
norodnymi, wielowarstwowymi laminatami jest okre lenie rozk adu pola przemieszcze , 
napr e  i odkszta ce . 

W przypadku struktur warstwowych bezpo rednie zastosowanie równa  równowagi 
do wyznaczania rozk adu napr e  oraz odkszta ce  jest niemo liwe, poniewa  równania 
te posiadaj   nieci g e, silnie oscyluj ce wspó czynniki. Konieczne jest wi c zastoso-
wanie metod przybli onych. Jedn  z nich jest metoda modelowania asymptotycznego 
[Wo niak et al. 2010]. Metoda ta pozwala wyznaczy  w przybli eniu poszukiwane pola 
przemieszczenia, odkszta cenia i napr enia. Niestety omawiana metoda posiada pewn  
wad . Jest ni  to, e wyznaczone pole przemieszczenia nie spe nia zadanych warunków 
brzegowych na brzegach przecinaj cych uwarstwienie. Dlatego dokonujemy mody  kacji 
rozwi zania otrzymanego w ramach modelowania asymptotycznego poprzez dodanie do 
tego rozwi zania dodatkowego sk adnika otrzymanego w ramach tego modelu [Wo niak  
2010]. Sk adnik ten spe nia równanie tzw. efektu warstwy brzegowej, otrzymane na dro-
dze modelowania tolerancyjnego, a warunki brzegowe na o one na niego s  takie, e pole 
przemieszcze  spe nia zadane na pocz tku warunki brzegowe. W pracy ograniczono roz-
wa ania do p askiego stanu odkszta cenia, a potem do jednowymiarowego zagadnienia.
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Rozpatrywana wielowarstwowa przegroda budowlana (rys. 1) w kon  guracji odnie-
sienia zajmuje obszar: 

( ) ( )0, 0, ,L H RΩ ≡ × ×   ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , 0, , , 0, ,x x x x L x x H R= ∈Ω ∈ ∈ ×x

( ) ( ) ( )1 2x , 0, O,x x L H= ∈ ×

Rys. 1. Schemat kompozytu o pod u nej gradacji w asno ci
Fig.  1. Scheme of FGM with longitudinally gradation

Ka da warstwa kompozytu ma sta  grubo :
L
p

η =

gdzie: p – liczba warstw, 1 1
p
<< ,

i sk ada si  z dwóch izotropowych liniowo-spr ystych, idealnie przylegaj cych materia-
ów. Jeden z materia ów nazywamy umownie osnow , a drugi wzmocnieniem. Rozpatry-

wany kompozyt charakteryzuje si  pod u n  gradacj  w asno ci, co oznacza, e nasyce-
nie w ramach wszystkich warstw zmienia si  bardzo wolno w kierunku osi Ox2. Funkcja 

( ) ( ) ( ) [ ]2 2, 0, 1 , 0,R R x x Hν ν⋅ ∈ ∈ ,  [ ]( )1 0,R C Hν ∈  jest funkcj  opisuj c  redni  
frakcj  wzmocnienia w warstwie, natomiast ( )Mν ⋅ , które opisuje redni  frakcj  osno-
wy w warstwie, wynosi ( ) ( )2 21M Rx x= − ,  [ ]2 0x ,H∈ . W asno ci materia owe sk ad-
ników komponentów opisane s  sta ymi spr ysto ci Lamego i wynosz  odpowiednio:

M, M  i  R, R,  w matrycy i wzmocnieniu. Cz  kompozytu zaj ta przez materia  
osnowy oznaczona jest przez M , a wzmocnienia przez R . 
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METODYKA

Zgodnie z procedur  modelowania asymptotycznego [Wo niak et al. 2008, Wo niak 
2010, W growska i Witkowska-Dobrev 2010], dla rozpatrywanego kompozytu znajduj -
cego si  w p askim stanie odkszta cenia dla zagadnienia stacjonarnego poszukiwane pole 
przemieszczenia przybli amy przez funkcj  ( ) ( )1 2, , :w w⋅ =w w

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 1x x xw u h x ,x= +

                                                                                                                           
      (1)

( ) ( ) ( ) ( )1 2
2 2 2x x xw u h x ,x= +

gdzie: funkcje ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 2, , ,u u C⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∈ Ω  s  nieznanymi polami, nosz cymi nazw  

u rednionego pola przemieszcze  i amplitudy  uktuacji przemieszczenia, ( ) ( )0h C⋅ ∈ Ω   
jest  uktuacyjn  funkcj  kszta tu, która dla rozpatrywanego kompozytu jest funkcj  ka-
wa kami liniow , periodyczn  w kierunku osi  i wolno zmienia swoje warto ci wzd u  
osi Ox2 [Wo niak et al. 2008, W growska i Witkowska-Dobrev 2010] i przyjmuje warto-

ci z przedzia u  ,
2 2
η η− . W wyniku zastosowania procedury modelowania asympto-

tycznego [Wo niak et al. 2008, W growska i Witkowska-Dobrev 2010] nieznane pola 

( ) ( )1 2,υ υ⋅ ⋅  mo na przedstawi  jako funkcje zale ne od ( ) ( )1 2 2 1,u u∂ ⋅ ∂ ⋅ :

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1

1'1 2'2

+ +

–

–
2 2

2 2

R M

M R
R R M M

R R M M R M+ + –u u

×
+

× +

=

                                                                                                                                   (2)

( ) ( ) ( )( )2 1'2 2 '1

R M

R M R MR M
M R

u u= − + −
+

natomiast  równania na nieznane pola ( ) ( )1 2,υ υ⋅ ⋅  przyjmuj  posta  [W growska i Wit-
kowska-Dobrev 2010]: 

( ) ( )( ) ( )1'11 0 2'1 0 1'20 '2'2
2 0u u u+ + + + =  

                                                                                                                                   (3)

( )( ) ( )( )0 1'1 '2 0 2'11 2'2 '22 0u u u+ + + + =

Wyst puj ce w nich ci g e wspó czynniki nosz  nazw  modu ów efektywnych [W -
growska i Witkowska-Dobrev 2010] i wynosz  odpowiednio:
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( ) ( )( )
( ) ( )0

2 2
2

2 2
R R M M

M R
R R M M

+ +
+ =

+ + +

( ) ( )
( ) ( )
2 2
2 2

R M
M M R R R M

M R
R R M M

+ + +
=

+ + +

( ) ( )2 2 2R M
R R M M+ = + + +

                                                                (4)

( )
( ) ( )

2

2 2
2 2

R M
R M

M R
R R M M

−
+ = + −

+ + +

( ) ( )( )
( ) ( )0

2 2
2

2 2
R R M M

M R
R R M M

+ +
+ =

+ + +

0
R M

M R
R M

=
+

ROZWI ZANIA SZCZEGÓLNE

Jako szczególny przypadek w rozpatrywanym modelu rozpatrzmy zagadnienie jedno-
wymiarowe o niezerowej sk adowej wektora przemieszczenia ( )2u ⋅ , zale nej od zmien-
nej ( )2, 0,x x H∈ . Równania równowagi (3) redukuj  si  wtedy do jednego równania 
w postaci [W growska i Witkowska-Dobrev 2010]:

( )( )2'22 0
'2

u+ =                                                                                                     (5)

a poszukiwane pola przemieszczenia w1 i w2 s  przybli one przez [Wo niak et al. 2008]:

1 2 2w hM u≈ ∂                                                                                                              (6)

2 2w u≈                                                                                                                        (7)

gdzie: 

( ) ( ) ( )
+ +2 2

R M

R MM R
R R M M

M −
+

= −                                             (8)

Z postaci rozwi zania (6) i (8) na pole w1 wida , e nie jeste my w stanie spe ni  
warunków brzegowych na brzegach przecinaj cych uwarstwienie. 
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W dalszej cz ci pracy przedstawione zostanie rozwi zanie dla kompozytu o pod u -
nej gradacji w asno ci, w przypadku gdy L = 200 cm, H = 200 cm i  cm, dla warunków 
brzegowych 1 3

2 , 0, ,ou x x u  ( )1 3
2 , , 0,u x H x =  [ ]1 0, ,x L∈   3x R∈ . Dodatkowo za-

k adamy, e frakcja  ( )Rν ⋅  jest funkcj  liniow  dan  wzorem ( )2 20,8 0,9R x x
H

= − + .

1.  Rozwi zanie dla R + M

Niech 2
2

M

M

μ λα μ λ
+
+

≡ , przyjmuj c jednocze nie, e ( )0,1α∈ , co nie ogranicza rozwa a . 

Dla dowolnej warto ci  przemieszczenie ( )1w ⋅  jest równe zeru, natomiast pole prze-
mieszczenia w2  u2  dla ró nych warto ci  zosta o przedstawione na rysunku 2.
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Rys. 2. Rozk ad pola przemieszcze  w2 otrzymany w wyniku procedury modelowania asymp-
totycznego

Fig. 2. Distribution of displacement  eld w2 obtained by the asymptotic modeliing procedure

2.  Rozwi zanie dla R  M

Za ó my, e M = 0,128,  M = 0,055,  R =  0,5035, R = 0,2594. Rozwi zanie na ( )2w ⋅
otrzymane w wyniku procedury modelowania asymptotycznego mo e by  przedstawione 
w postaci w2  u2, gdzie u2 wynosi: 

( ) ( )
( )

2 2
2

2

0,02215 160,46 ln 112,1 37 366

272,56ln 112,1 96 829 104,72

u x x

x

= − ⋅ − − +

− + −
                                           (9)

Rozk ad przemieszczenia ( )2w ⋅  w ramach pojedynczej warstwy zosta  przedstawiony 
na rysunku 3. 

–
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Rys. 3. Rozk ad pola przemieszczenia w2 otrzymanego w ramach modelowania asymptotyczne-
go dla pojedynczej warstwy kompozytu

Fig. 3. Distribution of displacement  eld w2 obtained under the asymptotic modeliing for a sin-
gle layer of composite

Natomiast sk adowa pola przemieszczenia ( )1w ⋅  otrzymana w ramach modelowania 
asymptotycznego jest przybli ona przez hM 2u2, gdzie M jest przedstawione w postaci 
zale no ci (8), a:

( )
2

2 2 22 2 5

9,5914 1057,6

530,45 2,8792 10

xu
x x

+∂ =
+ − ⋅

                                                                 (10)

Na rysunku 4 przedstawiono rozk ad sk adowej pola przemieszczenia ( )1w ⋅  w obr -
bie jednej warstwy dla warto ci x2, wynosz cej odpowiednio: 10, 100, 190. Natomiast na 
rysunkach 5 i 6 przedstawiono rozk ad pola przemieszczenia ( )1w ⋅  w obr bie ca ej jednej 
warstwy. 

Rys. 4. Rozk ad  pola przemieszczenia ( )1w ⋅  w pojedynczej warstwie kompozytu dla x2 = 10, 
100, 190

Fig. 4. Distribution of the displacement  eld ( )1w ⋅  in a single layer for x2 = 10, 100, 190

Nale y pami ta , e rozk ad przemieszczenia w przekroju rozpatrywanej przegrody 
dla x3 = 0 jest taki sam w ka dej z rozpatrywanych warstw.
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Rys. 5.     Rozk ad pola przemieszczenia ( )1w ⋅  dla pojedynczej warstwy kompozytu
Fig.  5.     Distribution of the displacement  eld ( )1w ⋅  for a single layer of composite
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Rys. 6. Rozk ad przemieszczenia  ( )1w ⋅
 dla pojedynczej warstwy kompozytu 

Fig. 6. Distribution of the displacement  eld ( )1w ⋅  for a single layer of the composite

EFEKT WARSTWY BRZEGOWEJ

Z postaci otrzymanych rozwi za  wynika, e w przypadku gdy R = M , rozwi zanie 
na ( )1w ⋅ otrzymane w ramach modelowania asymptotycznego spe nia warunek brzegowy 
na brzegach : 

( ) { } ( ) { } 00, 0 0, HL  R L H  R= × × ∪ × × = ∪                                                   (11)

Natomiast w przypadku gdy R  M  , rozwi zanie na ( )1w ⋅  otrzymane w ramach mo-
delowania asymptotycznego nie spe nia warunków brzegowych na brzegach  opisanych 
zale no ci  (11).
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Aby rozwi zanie na ( )1w ⋅  spe nia o warunki brzegowe na , poszukujemy go w po-
staci ( ) ( )2

1w ⋅  [Wo niak 2010]:

( )2
1 1 1 2 2 1w w h q h M u h q= + = ∂ +                                                                              (12)

gdzie: ( )2u ⋅  – rozwi zanie otrzymane w ramach procesu modelowania asymptotycznego,
     ( )h ⋅  – dana (z metody asymptotycznej)  uktuacyjna funkcja kszta tu. 
Nieznane pole ( )1q ⋅  wyznaczamy z równania tzw. efektu warstwy brzegowej, otrzy-

manego w ramach procesu modelowania tolerancyjnego [Wo niak 2010].
Wprowad my wspó rz dn  , która jest prostopad a do brzegów 0 i H oraz jest skie-

rowana do wn trza kompozytu (rys. 7). 

Rys. 7. Przekrój  kompozytu dla x3 = 0 z nowymi wspó rz dnymi 
Fig. 7. A cross section of composite for x3 = 0 with the new coordinate 

Równanie efektu warstwy brzegowej na nieznane pole ( )1q ⋅  [Wo niak 2010] przyj-
muje posta :

( ) ( )22
1 1 12 0h q , h, q+ − =                                                                          (13)

gdzie ( )1q ⋅  spe nia warunki brzegowe odpowiednio dla warstwy przylegaj cej 
do 0 i H:

1 2 2 1 2 2i
0 0 H H

q M u q M u= − ∂ = − ∂                                                            (14)
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Oznaczmy:

( )
2

2
0 2 2

12
A h ημ λ μ λ≡ + = +

                                                                                                                                 (15)
( )20 1,

R M
M R

R MB h μ ν μ νμ
ν ν
+

≡ =

wtedy równanie (13) mo na przedstawi  jako:

0 1, 0 1 0A q B qξξ + =                                                                                                      (16)

Wyst puj ce w równaniu (13) wielko ci A0 i B0 zale  od x2, a wi c od zmiennej  
(w pobli u ( )2 2

0: , ,x xΓ ξ ξ= =   ( )2 2: , ,H x H xΓ ξ ξ= − = − ). Równanie (13) jest wi c 
równaniem ró niczkowym liniowym o funkcyjnych wspó czynnikach. Nale y pami ta , 
e wspó czynniki te s  wielko ciami, które bardzo wolno zmieniaj  swoje warto ci wzgl -

dem zmiennej x2. Dotychczasowe wyniki bada  dotycz ce efektu warstwy brzegowej wy-
kaza y, e jego zasi g jest bardzo ma y w porównaniu z wymiarem charakterystycznym 
cia a. W zwi zku z tym mo emy warto ci wspó czynników A0 i B0 w dostatecznie ma ym 
otoczeniu 0 i H przybli y  przez warto ci sta e. Przyjmujemy je odpowiednio przez 
warto ci dla x2 = 0 w otoczeniu 0 i x

2 = H w otoczeniu H i oznaczamy odpowiednio:

( ) ( )0
0 0 0 00 , HA A A A H= =  

                                                                                                                                 (17)
( ) ( )0

0 0 0 00 , HB B B B H= =

Zast puj c zmienne wielko ci A0 i B0  w równaniu (16) odpowiednio przez 0
0A  i 0

0B  
w warstwie przylegaj cej do brzegu 0  oraz 0 0iH HA B  w warstwie przylegaj cej do brze-
gu H, otrzymujemy równania ró niczkowe na q1( ) o sta ych wspó czynnikach. Po roz-
wi zaniu tego równania otrzymujemy, e pole przemieszczenia ( ) ( )2

1w ⋅  mo e by  aprok-
symowane w obszarze warstwy brzegowej w postaci:

w obszarze przylegaj cym do 0 (  = x2)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1 2 2 2
1 1 2 2

0
1 1 20

2 2 0
0

x , x

32, 0 0 , 0 exp

w w h x x M x u

B
h x M u x x

A

≈ = ∂ −

− ∂ −

                                                    (18a)

w obszarze przylegaj cym do H (  = H – x2)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 2 2
1 1 2 2

1 1 20
2 2

0

x ,

32, 0 , exp
H

H

w w h x x M x u x

B
h x M H u x H H – x

A

≈ = ∂ −

− ∂ −
                                     (18b)

–

–



12                                                                                                                                            M. W growska, J. Witkowska-Dobrev

Acta Sci. Pol.

Z postaci otrzymanych rozwi za  wynika, e wraz z oddalaniem si  od brzegu 0 i H    
sk adnik otrzymany w wyniku rozwi zania efektu warstwy brzegowej zanika. Rysunki 
8 i 9 przedstawiaj  rozwi zania na ( ) ( )2

1w ⋅  w obr bie jednej warstwy. Nale y pami ta , 
e przy za o onych warunkach brzegowych rozk ad przemieszcze  w obr bie wszystkich 

warstw jest taki sam. 

Rys. 8. Rozk ad pola przemieszczenia ( )1w ⋅  z uwzgl dnieniem efektu warstwy brzegowej w po-
jedynczej warstwie

Fig. 8. Distribution of the displacement  eld ( )1w ⋅  taking into account the effect of boundary 
layers in a single layer
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Rys. 9. Fragment rozk adu ( )1w ⋅  z uwzgl dnieniem efektu warstwy brzegowej w pojedynczej 
warstwie

Fig. 9. Fragment of distribution of ( )1w ⋅  including the effect boundary of layer
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WNIOSKI

1. Rozwi zanie na pole przemieszczenia ( )1w ⋅  dla R = M otrzymane w ramach 
modelowania asymptotycznego spe nia warunek brzegowy na brzegach przecinaj cych  
uwarstwienie.

2. Rozwi zanie na  ( )1w ⋅  dla R  M otrzymane w ramach modelowania asymptotycz-
nego nie spe nia warunków brzegowych na brzegach przecinaj cych warstwy. 

3. W wyniku zastosowania równa  tzw. efektu warstwy brzegowej dla R  M otrzy-
mane rozwi zania na pole przemieszczenia ( )1w ⋅  spe niaj  warunki brzegowe na brze-
gach przecinaj cych uwarstwienie. Efekt warstwy  brzegowej zanika wraz z oddalaniem 
si  od  brzegu.

4. Na zasi g efektu warstwy brzegowej wp ywa rodzaj materia ów, z jakich zbudowa-
na jest przegroda – im bardziej ró ni  si  one w asno ciami materia owymi, tym zasi g 
ten jest wi kszy.
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EFFECT OF BOUNDARY LAYER IN A WALL WITH LONGITUDINAL 
GRADATION OF EFFECTIVE PROPERTIES

Abstract. The boundary layer effect for multilayered wall with longitudinal gradation of 
effective properties was investigated. The consideration was reduce to the one dimensional 
stationary problem. This wall was made of two  isotropic, homogeneous and linear elastic 
components. 

Key words: functional gradation of the material properties, asymptotic modelling,  boun-
dary layer effect
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